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Abstract: HOLESOVA, M.: Monomial curves C(2k — 1, 2k, 2k + 1, 3k). Acta Fac. Paed. Univ. Tyrnaviensis,
Ser. C, 2004, no. 8, pp. 5 — 12.

We pay our attention to monomial curves C(2k — 1, 2k, 2k + 1, 3k) in 4-dimensional affine space A* in
this article. We prove that they are an intersection of three hypersurfaces and we will find their concrete
description. These curves are set-theoretical complete intersections.

Key words: monomial curve, associate prime ideal, set—theoretical complete intersection

1. Uvod a zikladné pojmy

Monomialne krivky sa Studuju v stvislosti s hadanim rieSenia znameho problému: Najst’ najmensi
pocet ploch, ktorych prienikom je dana algebraicka afinna varieta v n-rozmernom afinnom priestore.
Je zname, ze pre d-rozmernu algebraickt afinna varietu v n-rozmernom priestore nie je tento pocet mensi
od Cisla n — d. Je vyslovena hypotéza, ze kazda algebraicka afinna varieta je prienikom prave n — d
nadploch. Rozhodnut’ o pravdivosti tejto hypotézy zatial nevieme vo vSeobecnosti ani pre monomialne
krivky. Pre monomialne krivky v 3-rozmernom afinnom priestore ukazal pravdivost’ tejto hypotézy E.
Kunz v [2]. Niektoré Ciastoéné vysledky st zname aj pre monomialne krivky v 4-rozmernom afinnom
priestore A* a s uvadzané v pracach [4], [6], [7]. V tomto &lanku ukazeme, Ze vyslovena hypotéza
je pravdiva pre d’alsiu triedu monomialnych kriviek C(2k — 1, 2k, 2k + 1, 3k) v A*.
n

Mnozinu bodov C = {(T ,T"Z,TnS,T"“),T € K,n; € N,i=1,.,4f v afinnom priestore A* nad

lubovolnym polom K nazyvame monomialna krivka C = C(ny, ny, ns, ng), pricom H =(n1,n2,n3,n4>

je numerickéa pologrupa, kde (n, n,, n3, ny) = 1. Ku kazdej monomidlnej krivke C existuje asociovany
prvoidedl I z noetherovského okruhu R = K [xl,xz,x3,x4] Styroch neurcitych nad polom K. Ideal I je

mnozina vietkych polynomov g(x;, xz, X3, x4) €R, pre ktoré plati, ze g(t”‘ NI AN A ) =0, kde t je neur¢ita
nad K.

Podrobnejsie sa mézeme o vlastnostiach idedlov docitat’ napriklad v knihach [2], [3]. Zistit’ najmensi pocet
ploch, ktorych prienikom je monomialna krivka, tzko suvisi s Cislami p(I), ht(I), kde u(I) je pocet
generatorov asociovaného prvoidedlu I k monomialnej krivke C a ht(I) je vySka tohto idealu.
V noetherovskom okruhu R pre lubovolny ideal J= (1) plati: ht(J) < p(J), pricom pre asociovany
prvoideal I k monomialnej krivke C v A* plati ht(I) = 3.

" Tento ¢lanok vznikol s podporou grantu VEGA 2/4138/24.



Pre pripad, ked’ p(I) = ht(I) = 3, sa asociovany prvoideal I (monomidlna krivka C v A*) nazyva
idedlovym tplnym prienikom.
V pripade, ze asociovany prvoideal I = Rad(a;,a,,a;), kde polynémy a,, a,, a; € I a idedl Rad(a;,a,a;3)
je radikal idealu (a,ay,a3), sa ideal I (monomialna krivka C' v A4) nazyva mnozinovym Uplnym prienikom.
V oboch pripadoch je krivka prienikom troch nadploch. O tom, Ze tieto plochy nemusia byt urcené
jednoznacéne, hovori nasledujuca veta.

Veta 1. Nech je dany asociovany prvoideal I = Rad(P,F,G) k monomialnej krivke C v A*.
Nech existuje polynom g € R a polyném W € I tak, ze gW =P mod (F, G). Potom plati
I=Rad(W,F,G).
Z predpokladu vyplyva, ze P € (W,F,G), (P,F,G)c (W,F,G) c L
Teda I < Rad(P,F,G) c Rad(W,F,G) c I, tj. I = Rad(W,F,G).

2. Asociovany prvoideal k monomialnej krivke C(2k — 1, 2k, 2k + 1, 3k)

V tomto odstavci presne opiSeme asociovany prvoideal Ik zvolenej triede monomialnych kriviek.
Ukazeme, ze w(l) = 5. Z toho je zrejmé, ze tieto krivky nie su uplnym prienikom a st prienikom najviac
piatich nadploch.

Veta 2. Nech je dana krivka C(2k — 1, 2k, 2k + 1, 3k) v A* kde k>3, k € N anech

a) k=2s,5>2,5 €N,
b) k=2r+1,r>2,r €N,
potom asociovany prvoidedl I — R k tejto krivke m& minimalnu bazu

s+l s—1 1

— 2 s+1 s— 2 s s
a) T=lx " —x3 Xy, x) =X X3,%37 =X XpX4,X) —x1x2x3,x1x4—x2x3)

[, r+2 r—1 2 r+l1 r 2 r+l1 r
b) 1 _(xl TXX3 Xgp Xp TX X3, X3 T X Xy, Xy T X Xp X, Xy X —x3x4).

Nech I = (F,, F, , F5, Fy, Fs) je pre obidve podtriedy. Prejdeme k homogénnym stradniciam. Ak

(Tml,Tmz,T'"3,T'" je  vSeobecny bod pre nehomogénny prvoideadl I < R, tak

(tg',t(;"*m‘tl'”‘,tS”fmztlmz,t(;”_m%l’“,tl’”) je vSeobecny bod pre odpovedajuci homogénny prvoideal
t

HI c K [xo,xl,xz,x3,x4], pricom T = [1, kap.3, veta 12], odhomogenizaciou minimalnej bazy

L
t
0
prvoidealu HI ziskame bazu prvoideadlu I [1, kap.1, veta 14].
Je zrejmé, ze binomy f, f, fi, fi fs, ktoré patria do prvoidedlu HI pre vSeobecny bod
oty Mty gy L"), kde
a) m=4s—1,m=4s,my=4s+ 1, m=06s
b) m=4r+1,m=4r+2,my=4r+3, m=6r+3a

su v tvare
s+1

_ s+l s—1 _ .2 S s—1 _ 2
a) fi=x —XoX3 Xy, =Xy —xX3, 5= 05 - X XXy, fa=XoX§ —XXX;,
— s s
S5= X X4 —X,X3

+1 r _ 2
XXy, fa=X0X) —X1XpX3,

b) fi :lez —x0x2x§’1x4 . fa :xg —Xyx3, 3= x3
fs= Xy = xpxix,

(Mbzeme tieto bindmy vypocitat’ aj podla algoritmu uvedeného v [1, kap.6, ods. 6.7].)

Ozna¢me HJ = (f, f2, f5, fa, f5 ). Ked'Ze uvedené bindmy patria do idealu HI, plati HJ < HI. Na&s

predpoklad je, ze st to aj formy minimalnej bazy prvoidealu HI, t. j. je eSte potrebné dokazat’, ze HI < HJ.

V baze idealu HI sa mézu vyskytovat bindmy typu



A) x{'-x{, aeZ”

1 ]2

B) xix? —x{™ a,bez”

(C) xfxPxf —x"* a,bceZ”

(E) x{'x: xﬁxld —xarbrerd b e deZzt

b
j
b
j
(D) x“xj’ —x]fxl‘”bfc, a b cath—ceZ”
b
] n

b

]

(F) xfxlxf —x x4 b c d atb+c—d €Z" | [1,kap.6, 0ds.6.8).

Pocet vsetkych moznych druhov binomov je 90. Berieme do ivahy iba tie binomy, ktoré su anulované
bodmi krivky urlenej rovnicami y, =t¢', v, =ty 1], y, =ty 2, y3 =ty 1, ys=t", kde

* (my ,my ,mz,m)=1, 1<my<m; <mz<m-—1.

Formy typu (A) sa v baze nevyskytuju, ¢o jednoducho dokazeme pre vsetky formy tohto typu rovnako ako
napriklad pre bindbm x; —x{. Aby tento bindm patril idedlu HI, musi platit

ma=mga, mla

Yo =y =ty —t, =0,t.j.ma=0,m #0,tedaa=0,aleaeZ".Ztoho vyplyva, Ze tento

bindém nelezi v HI. Analogicky sme postupovali aj pre ostatné typy. Uvedieme eSte aspon jeden pripad,
ked z typu (F) vyberieme moznost’ (i, j, k, I, n) = (0, 1, 2, 3, 4). Z rovnosti
Lt

a+b+c—d

yoylys —vivi =15"tg

ma+mb+mc—mb—m,c

mb—m;b  mb  mc— mzctmzc tmd m3dtm3dtma+mb+mc —md

1

md—myd , ma+mb+mc+msd—md

_to

mb+m,c

=1, t 4

dostaneme pre exponenty podmienku ma + mb + mc —mb — myc — md + msd = 0, teda
(m—m3)d =ma+ (m—-—m)b+ (m—-myc, a, b, ¢, d atb+c—de zt.

Zo vztahov (*) dostaneme, ze m > m—m;>m—my >m—mz > 1,

(m—m3)(a+b+c) > (m— m3)d = ma + (m— m)b + (m— my)c, ateda tento bindm nemdze patrit’ idedlu HI.
Postupnym overenim vsetkych bindbmov nam zostalo 41 druhov binomov, ktoré mézu patrit’ do idealu HI
a to:

Typu (B) :
a b atb _a b atb _a b atb _a b a+b
xoxz _xl ,XOX3 _xl xox _.xz ,x0x4 _xl ’

a b a+b a b a+b a b a+b a b a+b
XogXg =Xy ,XgX4 —X3 X[ X3 —Xyp X X4 —Xp ,

a_b atb _a b a+b
xl x4 —X3 ,xe4_x3 5

Typu (C):
e 57 b ebad e g g
iy = g —x el -
Typu (D):
Xy —xfed 7 e g ] -
i} =g 7 xfd —xxd T xfd —xfxg
il —xfxg ™ e = el T xd —xg
Typu (E):
xgxé;xng _x1a+b+c+d xoxf’xgxff xg+b+c+d,xgxlbx§xj _x3a+b+c+d ,



Typu (F):

a b_c d _a+b+c—d a _b_c d _a+b+c—d a _b_c d _a+b+c—d
xl X3X4—x0x2 ,xl XZX4 —XOX3 ,xl XZX3 _xOX4 5
a b _c d _a+b+c— d b_c d _a+b+c— d a b _c d _a+b+c-d
a b d _a+b+c—d a b_c d _a+b+c— d
X X] X4 — X5 X3 , XX X3 —X5 Xy
Na konkrétnom pripade bindmu z typu (B) pre podtriedu a) ukdzeme postup, ktory vyuzivame pri

overovani, ¢i uvedené formy z idealu HI patria aj do idealu HJ. Aby binom x{ xlzJ —x{ b patril do idealu

HI, musi
a+b ma ,mb— mzbtmzb tma+mb—mla—mlbtlr»zla+m1b

b
Yoy =y =ty 1
_tma+mb mzbtlmzb tma+mb ma— mlbtlmla+m1b -0
Pre exponenty z toho vyplyva, ze myb —ma — mb =0, teda (my—m;)b = ma . Je zrejmé, Ze tento bindm
je zidedlu HI prave vtedy, ked b = (4s — 1)a. Podme skumat, ¢i patri idedlu HJ.
xa (4s-1)a _x4sa zxa (4s—Da _xgaxf2s—2)ax§2s—2)axia mod (fl),

0%2 1 0%2
45-1 25-2)a _(25-2 4s-1 25-1 251
xgxg sDa xgax( * )ax( $72)ay2a Exgxg sa —xgxl( y )axgxg D9 mod (f;),
a (45 1)a a (23 Da _a (25 Da _
X0 X3 —XoX| Xy X =0 mod (f),
alebo inak
4s-1 4s-1 25-2)a _(25-2
x(c)zxg s=a _ f xax( s—1)a xgaxl( s=2)a (s )a 2a in
4s-1 25-1 251 251 25-1 25-1 -
%x“xé R . S S L SN x(‘)’xé‘(xlx3)( S B Tax g B — 0 pricom

znakom #), ne{1,2,3,4,5} oznacujeme zmenu lubovolného polyndému spdsobent pricitanim

vhodného nasobku binému f;. Tento postup je znamy z [4].
Z oboch nam Véak vyplyva, Ze

XG5 x=0 mod (£, 5, f2), ale (i, o, fa) © HI, . xEx$TD — x4 e HYL

Analogicky by sme postupovali aj pre ostatné spominané blnomy a overili by sme, Ze naozaj vSetky formy
uz patria do idedlu HJ, o vSak pre rozsiahlost nebudeme uvadzat. Z uvedeného nam vyplyva, ze
HI = HJ = (1, f, f5, f1, f5). Odhomogenizovanim minimalnej bazy idealu HI ziskame bazu idealu
I =(F,,F,, F;, Fy, Fs). Je zrejmé, ze baza musi obsahovat’ bindmy F, F, , F3 , Fy. Ked’Ze bindm F’s nie
je delitelny Zziadnym z binémov F, F, , F; , Fy, bindm F’ nie je z idealu (F,, F, , F; , Fy), teda ziskana
baza

je minimalna.

3. Monomialna krivka C(2k — 1, 2k, 2k + 1, 3k) ako mnoZinovy uplny prienik
V tejto Casti ukdZeme, Ze na urcenie skiimanej triedy kriviek nam stacia tri nadplochy, ¢o znamena,
ze tieto krivky st mnozinovym uplnym prienikom. V dokaze nasledujucej vety pouzijeme metdodu

prezentovanu v ¢lanku [5]. Tato metéda nam umozni najst’ konkrétne vyjadrenie spominanych nadploch.

Veta 3. Nech je dana krivka CQk — 1, 2k, 2k + 1, 3k) v A*, kde k>3, k € N. Potom

asociovany prvoidedl I — R k tejto krivke je mnozinovy uplny prienik.
Pre dokaz vety 3 budeme potrebovat’ nasledovné dve tvrdenia.

Lema 1. Nech I =(F,, F,, ..., F;) c R je asociovany prvoideal k monomialnej krivke C(n1 ,Ny, N3, n4)

v A", Nech je dany idedl L = (Fy, Fg) [h # g, h, q € {L2,..,s}], kde Fy =x" —x{"x{% x[,



Fy =xi —x " aplatici#j, i,j e{l234f, k=1 k1 efl23a}-{ii}, ap# 0, o =0,

o < rj aaspoil dve o, # 0 pre me {1,2,3,4} - {1} Potom (R/L,®) spolu s opericiou nasobenia
definovanou tak, ze pre Va e K[xk , X ], V7 €R/L,a .7 = ; , je voI'ny modul nad K[xk , xl] .
Dokaz najdeme napriklad v ¢lanku [5].

Dosledok 1. Ak idedl L = (F}, , F; ) ma vlastnosti uvedené vo vete 2, tak xf(xlpf =0 mod L, kde fe R,

t,peZy ,prave vtedy, ked f =0 mod L.

Na zaklade vety 2 ma asociovany prvoideal bazu pre jednotlivé triedy

s+l s=1 2 s+1 s—1 2 s s
a) T=lx " =37 Xy, X7 —X1X3,X5 — X XpXy, Xy — X[ XpX3,X] Xy —X,X3 ),

kde k=2s,5s>2,5 € N,
b) I= (xf - x2x§_1x4,x22 — X X3 ,x3’+1 - xlrx4»x3 - x1x2x3=x1r+lx2 —X3x, ),

kdek=2r+1,,r>2,r€N.
Oznaéme pre obidve podtriedy I = (F , F, , F3 , Fy, F5). Dokaz pre kazda podtriedu kriviek budeme robit’
osobitne, priCom ukazeme, ze I = Rad(F, , F, , F3 , Fy ) a vyuzitim myslienok z [5] skonstruujeme taky
polyném P e I, ze I = Rad(P,F,G), kde F,G € {F,, F,,F;,F,}.
Dékaz pre podtriedu a)
Nech F) = x™ —x{7x,, Fy = x5 —xx3, F3= x" —xi7xox,, Fa= x7 —xx3%35, Fs=x{ x4 —x,x3 .
Plati (F,F,,F;,Fy)c 1 aF? _xf TXIF 4 X35, + x, x5 Fy + x{7' %3 %, F,,  ztoho nam vyplyva, Ze
I=(F\,F,, Fs, Fy, Fs) cRad(Fy, Fy, F5, Fy ) 2 Rad(I) = L.
Nech P =P,, F=F,, G=F, aoznacme zmenu 'ubovol'ného polynému pric¢itanim vhodnej kombinécie
bindémov F, F, znakom —.

(sl 2(s+1) 2D ((2(s+1) 2sil)—i 2
Fy ) = (x1x2x3 x4) =2 (_I)J j (x1x2x3) (D 'xy >
j=0

2(s+1) 25+1
[xz

—>(x1x3) ,prej=0; x5 —>(x1x3)sx2,prej:l]

3(s+1 2(s+1) A 2s +1 . .
Sl OS2 D P et 4 S (- 1)][ (s )j<x1x2x3 i 21,
j=2 J

s+l—j _s-1

[ = sty 545 x5, prej < s+1; $pecialne pre j = 0: x7¢ ) — (x§_1x4 )3,

V)
—1+2(s+1 -
pre j=1: xf”l x| +(‘+)—>xf 1(x3s 1x4) ]

- 2(s +1 . » P
_)x363x2 2(S+1)xf 1x2x353 -1 4+ z( ) ( ( . )}ISH ng(SH) jxgerl jxij"’l +
j=2 J

2(s+1) (2 1 L
+ i (_ 1)][ (Sj+ )J(x1x2x3)2(“1)_’x§"—

J=s+1
[priCom j—1>0prej>2,2j—3>0pre;>s+1]

s i(2(s +1 _; _; i oagie
_ xi (x36x _2(S+1)xiv—1x2x35s—1x4 + Z(_ l)]( ( j )}iwl jxg(”l) '1X§S+1 _/xi(_/ 1) +
j=2

25+l (2(s +1 N o
+ Y (- 1)]( (s _ )j(x1x2x3 PO 27 4 x5y = x3 Py, teda plati
J

Jj=s+1



FS™ 4 gF + wF, = xj Py, kde ¢, w € R, & pomocou kongruencii mzeme zapisat F, ™) = x} P,
mod (£, F>), a plati F, eRad(Py, F, F,). P, je z prvoideélu I, pretoze xi Prel a xi g I, teda
Rad(PlsFlsFZ) o= L
Rovnost x3Fj +xix, Fy +x,Fy +x'x,F, =0 je ekvivalentna s
x,F5 = —xf’lsz4 mod (F, F»), teda aj
xi(s+l)F32(s+l) Ex12(s-%—1)(s—1)x;(s+l)1742(5‘-%—1) mod (Fla FZ),
2
xf(””Ff(”l) =x3° ’2”2x§5’1F42(”1) mod (F,, F») a sudasne F42(”1) =x; P, mod (F, F), tj.
2 . ,
xJE R 2 272542, 2D p mod (Fy, F). KedZe R/(F,,F,) je volny modul nad K[x;,x, ]

(lema 1), z dosledku 1 vyplyva, Ze aj F32(”1) Ex32"2_2”2P1 mod (Fy, Fy), Fy € Rad(P,, Fy, F,). Ztoho
vyplyva, ze (F\,F,, F;,Fy )< Rad(P), F\, Fy) a suGasne

I=Rad(Fy, F,, F;, Fy) cRad(P,, F\, F;) c L. A tym je veta pre podtriedu a) dokazana.

Dokaz pre podtriedu b).

2 +1

X _ LIt r-1 _ .2 _ T r _ .2 _ r+l r
Oznacme F)=x| " —x,X3 X4, F2 =x5 —x1x3, F3= x5 —x( x4, Fa=x5 —x1x,%3, Fs= x| x5 —X3x,.

FS o= x{ " B+ x ™ Fy + x5 i Fy + x{x3 'x,F,, teda analogicky ako pre prva podtriedu je

I:Rad(FlsF23F3aF4)'
Nech teraz P = P, , F = F), G = F; a oznaCme zmenu l'ubovolného polynému pric¢itanim vhodnej
kombinacie bindomov F5, F3 znakom > .
2(rtl 5 Q20 2D i(2(r+1) ril-i 2
F; (r+1) :(x1x2x3 —x4) — Z (_ 1)] ; (x1x2x3) (r+1) "x4j —
j=0
[ 1 (s ) prej = 05 %37 5 (x,x3) xy, prej=1]

3(r+1 2(r+1) (2 +1 PN
= (x1 x3) " =2+ 1)xx3 )3M S rRD) (—1)]( ( j )J(x1x2x3 )2(’“) jxij =
j=2

[x32(r+1)—j _ x;~+1—j+r+1 r+l=j _r

> x5 x[ x,, pre j < r+1; $pecilne pre j = 0: x3 ) 1 (x{x4)3,

c__ 1. L3+l r—l+2(r+l) r=1(_r 2
pre  j=1:x3" =x; X3 (x1x4) ]

- _ r i(2(r+1)) 5,00 PR
> x P xd = 20r+ Dx) oy xg g + Z(— 1)]( . 13'+2 ’xf(Hl) j)cgJr1 jxf”l +
J

=2
2 i(2(r+1) 2rl)-j 2)
X (_1)]( . j(x1x2x3) b Txy =
j=r+l J

[pricom j—1>0prej>2,2j—3>0pre;j=>rt+l]

r . 2r+l o : T .
:xi (x16r+3 _2(r+1)x15r+1x2x§—1x4 + z(_ 1)]( (] )}131+2 ]xg(r"’l) jx;+1 jxi(j 1) +
j=2

2r+l1 S2(r+1 PR
L5 1)1[ ( . )J(xlxzxs PUrDi (203 L 4y b teda plati
j=r+l

F} = x3 P, mod (F,, Fs), Fy eRad(P,, Fy, Fs).
P, je z prvoidealu I, pretoze xi Pyela xi ¢ I, teda Rad(P,, F», F3) c L.
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Plati x,F, +x, X3 F, + x{ Fy +x,x3 'F, =0 ato je ekvivalentné s
x,F = —xzxg’lF4 mod (F,, F3), teda aj
xi(m) Flz(m) = x;(m) x32(r+1)(r71) F42(r+1) mod (F,, F3), po uprave
2
XU R 2 2 A @20 mod (Fy, Fy), a sacasne £/ = x3 P, mod (Fy, Fs), t. .
2(r+l)F2(r+l) 2r +1 2(1+1)P2 mod (F27 F3)

Zlemy 1 adoésledku 1 vyplyva, Ze aj Flz('”) Ex12r2+lP2 mod (F,, F3), F, € Rad(P,, F,, F3). Z toho
vyplyva, ze I = Rad(F ,F, ,F; ,F4 ) < Rad(P,,F,,F3) < 1. A tym je veta pre podtriedu b) dokézana.

Priklad 1. Zoberme krivku C = (T T 0t ), ktora patri do podtriedy a) pre s = 2. Jej asociovany ideal
ma bazul = (x13 - X, x4,x§ — X X3 ,xg - X x2x4,xf - x1x2x3,x12x4 - x2x32 )

Na zéklade vety 3 je F& = x, x;F, + x5 Fy + x, x; F; + X, x; X, F} , teda I = Rad(F, ,F, ,F; ,Fy).

Polynom Py, pre ktory plati I =Rad(P, F, F»), je

o = sty S Sp 0 o S fnans) 2
j=2 J j=4 J

:(xl —6x, x x3 X, + 15x, x2x3x4 20x2x3 x4 15(x1x2x3 )2 xi —6(x1x2x3 )xZ +x2) .

Dalsim pri¢itanim kombindcie binomov F,, F, ziskame polynom W, = B, mod (F}, F>), pre ktory tiez plati

I=Rad(W,, Fl, ).

P->W = x3 —6x, x2x§x4 15x3x4 20x1x2x3x4 + 15x3 x4 6(x1x2x3 )xZ +x2 .

Teraz hladajme taky polynom w, € I, z2 gW, =P mod (F,, F,), priCom geR.

F=x3 (x3 —2X1 X5 X3 X, +x4) mod (F,, F,); oznaéme W, =x3j —2x,X,X3X4 +x;. Zvety 3 vieme,

ze F3 = x3P1 mod (Fy, F,) asucasne je F3 =x3 W2 mod (£, F,). Vyuzitim vlastnosti kongruencii

adosledku 1je B, =W; mod (Fy, Fa). Kedze W, =x,Fy +x,F,,je W» € L

Na zéklade vety 1 je I = Rad(W,, F), F»), kde g = W22 Vidime, Ze krivka je prienikom troch nadploch

s rovnicami P, =0, F;=0, F>,= 0, alebo aj nadploch W, =0, F,=0, F,=0.

Priklad 2. Nech je dana krivka C :(T9 , 710 !t ), ktora patri do podtriedy b) pre » = 2. Jej asociovany
ideal ma bazu J =|x; —x2x3x4,x§ — X|X3,X3 — XP X4, X5 — X|XyX3,X] X, —x32x4). Na zaklade vety 3

najdeme polynom P,, pre ktory plati J = Rad(P,, F,, F3). Hrladany polynéom je

5 (6
Pre(al® = 6Ly, + 1550t + S 1>f( J( Y < 4 a) =
j=3 J

=(x1 6x1 XoXyX, + 15x1 x2x3x4 20(x1 x2x3)3 15(x1x2x3 )2 xi - 6x1x2x3xz + x?;).
Velmi ]ednoducho ziskame aj polynoém V, = P, mod (F,, F5)
[PV, =x{° —6x;' XoXyXy + 15x{%x; - 20x{ x2x3x4 + 15x7 x5 = 6x,x,x3x, +x; ], pre ktory tiez plati

J= Rad(Vl, Fz, F3)
Pokusime sa najst’ taky polynom V, € J, ze gV, = P, mod (F,, F3), pricom g € R. Potom na zéklade vety 1

je J = Rad(V,, F,, F3). Vieme, Ze F1 _xf'(xl —2X| XXXy +x4) mod (F,, F3); oznaéme

11



Va

=X —2x,x,X3%, + x;. Rovnako ako vpriklade 1 sa vyuZitim vety 3, vlastnosti kongruencii

a dosledku 1 ukaze, ze P, = V23 mod (F,, F3) a Vs € J, pretoze V, =x F| +x,F,. Aj vtomto pripade

je dana krivka prienikom troch nadploch. Tieto nadplochy moézu byt napriklad dané rovnicami V, = 0,
F 2= O, F 3= 0.

Zaver

V tomto ¢lanku sme uviedli novu triedu monomialnych kriviek, o ktorych sa nam podarilo dokazat,

Ze su mnozinovym Uplnym prienikom, ¢o znamena, Ze st prienikom troch nadploch. Tieto plochy sme aj
presne vyjadrili. Na konkrétnych prikladoch sme ukazali, Ze tieto nadplochy vSak nemusia byt urcené
jednoznacne.

set-
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Summary
MONOMIAL CURVES C2K -1, 2K, 2K + 1, 3K)

This paper presents a new class of monomial curves in 4-dimensional affine space which are
theoretical complete intersections. We describe their associate prime ideals. We use a procedure by

which we prove that these curves are intersection of three hypersurfaces and we found their concrete
description. We also show a few concrete examples of this class of monomial curves.
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In [6] we described the method of finding integral balanced rooted trees of diameter 10. Using this
method we discovered the first infinite class of integral balanced rooted trees of diameter 10. In this paper
we describe the more efficient method of finding these classes. We used 100 million integral balanced
rooted trees of diameter 4 as an initial base.
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1. Introduction

We say that G has an integral spectrum if all the zeros of P(G;x) are integers. A graph G is called
integral if it has an integral spectrum. In general, the problem of characterising integral graphs seems to be
difficult. In this paper we restrict our investigations only to integral balanced rooted trees of even diameter.

It is known that there are infinitely many integral trees. In 1998 Hic and Nedela (see [4]) published
a problem if there are integral balanced trees of arbitrarily large diameter. There exist integral balanced
rooted trees of diameter 2, 3, 4, 6, 8. Integral balanced rooted trees of diameter 5, 7 and 9 do not exist, as
well as integral balanced trees of diameter 4k+1, where £ is an arbitrary integer. Only one infinite class of
integral balanced rooted trees of diameter 10 has been found so far. The main concern of this paper is to
summarize which integral balanced rooted trees of diameter 4 can be expanded to integral balanced rooted
trees of diameter 10.

The structure of a balanced tree (without vertices of degree 2) is determined by the parity of its
diameter and the sequence (1, 71y, ... n;), where k is the radius of T and »; (1 <j < k) denotes the number of
successors of a vertex at a distance k - j from the centre Z(7). In what follows, n; (i = 1, 2, ...) always stands
for an integer larger than 2. The balanced trees of diameter 2k are encoded by the sequence (ny, 1.y, ... n1)
and denoted by 7= T(ny, ny, ... n;). These trees are called balanced rooted trees. Sequence (ny, 1.y, ... 1)
is called integral if the corresponding balanced rooted tree 7(ny, ny.j, ... n;) is integral.

An integral sequence (ny, nyj, ... n;) such that the g.c.d. (ny, ny, ... n;) is square-free will be called
a primitive integral sequence and the corresponding integral tree 7(nmy, ny.; ... n;) is called a primitive
integral tree.

" Tento ¢lanok vznikol s podporou grantu VEGA 1/10001/04
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2. Results

In 1974 Harary and Schwenk (see [3]) proved that (n;) is integral if and only if n; is a square. Later,
Schwenk and Watanabe (see [7]) proved that the sequence (7, ;) is integral if and only if both n; and
nj;t+n,are squares.

Hic and Nedela (see [4], [5]) published the following results:

(1)  If(mg ngy, ... ny) isintegral, then (n;, n;y, ... ny) is integral for 1 <j < k-1.

(2) A sequence (n, nyj ... n;) of positive integers is integral if and only if for every ¢ € N the
sequence (¢°n, ¢ nys, ... ¢°ny) is integral.

(3) All zeros of the characteristic polynomial of a balanced tree with the sequence
(ny, ngy, ... ny) are zeros of the following recursively defined polynomial P(x):
Py(x)=x
Pi(x)=x"-n
Pi(x) =x.Pi.1(x) - nj Piy(x), where j =2, ..., k.

These results enabled Hic and Pokorny (see [6]) to design a method how to expand integral balanced
rooted trees of diameter 2k-2 to integral balanced rooted trees of diameter 2k, if this is possible. 20 million
integral balanced rooted trees of diameter 4 were investigated and 270 814 integral balanced rooted trees of
diameter 6 were found. 96 720 of them are primitive. Using the similar method again 31 558 integral
balanced rooted trees of diameter 8 were found. 5 784 of them are primitive. Finally, five integral balanced
rooted trees T(ns, ng, ns, n*+2nk, k) of diameter 10 were found. Their list is in the table below. Only
the tree in the first row below the heading of the table is primitive.

ns ny n; n, n spectrum

3006756 1051960 751 689 283 360 133 956 {0, +280, +289, +306, £366, +527, +918, £1037, +1394, +2074}

12027 024| 4207840 3006756 1133440 535 824{0, +560, +578, 612, +732, +1054, +1836, +2074, +2788, +4148}

27 060 804| 9467640 6765201 2550240 1205604|{0, +840, 867, +918, £1098, +1581, +2754, +3111, +4182, +6222}

48 108 096| 16831360 12027 024| 4533760 2143 296({0,+1120,+1156, £1224, +1464, +2108, £3672, +4148, +5576, 8296}

75168 900| 26299 000| 18792225/ 7084 000| 3348 900({0, +1400, +1445, +1530, +1830, +2635, +4590, +5185, +6970, +10370}

Although the method can be used for finding integral balanced rooted trees with arbitrarily large even
diameter, no integral balanced rooted tree with diameter larger than 10 has been found yet. To be able to
find integral balanced rooted tree with diameter 12, it is necessary to have a large database of integral
balanced rooted trees of diameter 10. Therefore we decided to explore more integral balanced rooted trees
of diameter 4. The result was that all 27 integral balanced rooted trees T(ns, ng, nj, n*+2nk, k?)
of diameter 10 were found for £ = 1..10 000, » = 1..10 000. However, all of them belong to the same
infinite class which was found in [6].

During the computation we found 985 539 integral balanced rooted trees of diameter 6, which belong to
330 330 different infinite classes. Moreover, we found 81 783 integral balanced rooted trees of diameter 8§,
which belong to 12 927 different infinite classes. Their list can be found on the web page
pdf.truni.sk/pokorny/.

To be able to investigate so many integral trees we made several changes to the programmes used in
[6]. As the programme must operate with extremely huge numbers, we had to design our own arithmetic.
We managed to make some improvements which caused that the programmes were about five times faster
than the programmes with arithmetic used in [6]. Moreover, we used the fact that both n; and ns must be
squares. Finally, we used faster computers.

The computation lasted for two weeks. We used 20 computers with Pentium 2GHz processors with
operating system Windows XP. The programmes were made in Borland Delphi.

3. Conclusion

14



Although we investigated five times more integral balanced rooted trees than in [6] and we found 2.2
times more infinite classes of integral balanced rooted trees of diameter 8, we found no new infinite class
of integral balanced rooted trees of diameter 10. To be able to discover an infinite class of integral balanced
rooted trees of diameter 12, if it exists, it is necessary to explore much more integral balanced rooted trees
of diameter 4. Unfortunately, we are not able to do it using the method described in this paper.
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Abstract: ABAS, M., SISOLAK F.: On Existence of Monotonous Solutions of Differential Equation
x"(t) + ax'(t) + bx(t - h) =0. Acta Fac. Paed. Univ. Tyrnaviensis, Ser. C, 2004, no. 8, pp. 16 — 19.

In this paper we deal with sufficient conditions on existence of monotonous solutions of differential
equation with delay. The solution is reduced to investigation of sufficient conditions on existence of real

roots of the equation 7> + ar +be ™" =0.
Key words: differential equation with delay

1. Uvod

V pracach [2, 3] st uvedené postacujice podmienky existencie monotoénnych rieseni diferencialnej rovnice
1-vého resp. n —tého radu s oneskorenym argumentom.

V tomto ¢lanku sa budeme zaoberat’ existenciou monotéonnych rieSeni diferencialnej rovnice 2. radu
s oneskorenym argumentom

(D) x"(@)+ax'(t)+bx(t —h)=0
na intervale (— 0, oo) ,kde a,b,h surealne konstanty.

. ., . PPV rt . . ‘s
Lema 1: Diferencidalna rovnica (1) ma rieSenie x(t)=e = na intervale (— o, oo) prave vtedy, ak cislo v
je koreniom rovnice

2) P2 varvbe™ 0,

Poznamka: Ak rovnica (2) ma kladny koren r, tak rieSenie x(z)= e je rastiica funkcia na intervale

(— oo,oo) a tgnéo x(t) =o0. Ak rovnica (2) ma zaporny koren r, tak rieSenie x(z) = e je klesajuca

funkcia na intervale (— 0, oo) a lim x(¢)=0.
t—0

' VEGA 1/9176/02, KEGA 35/2001, VEGA 1/1007/04
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Definicia 1: Budeme hovorit’, Ze rieSenie x(¢) diferencialnej rovnice (1)

a) ma vlastnost’ A, ak je definované na intervale (— 00, oo) a tl_ir)n x(®)=0,
0

b) ma vlastnost’ B, ak je definované na intervale (— 0, oo) a tl_ir)n x(t) = oo.
Q0

Veta 1: Ak a > 0,b>0,h >0, tak diferencialna rovnica (1):

a) mada rieSenie s vlastnostou A pre b =B
b) md dve linedrne nezdvislé riesenia s vlastnostou A pre b < B

C) nema monotonne riesenie na intervale (— 0, 00) pre B, <b,

Va?h?+4—(ah+2)
2

kde B, :—2e

Varnm+4-2]

Dokaz: Pri dokaze tejto vety sa zameriame na rieSenie rovnice r2 +ar+ be_rh = 0. RieSenie tejto
rovnice budeme hladat’ zo vzajomne;j polohy kriviek y , = x* +axa y =-be hx. Grafy funkcii y,
e

a y, sunaobrazkoch 1 a 2.

A Ye
A
p
Yp
Xo E
i | — ). X9 \/ "
Obrazok 1: 5> 0 Obrazok 2: b<0

Je zrejmé, Ze na to, aby sme vedeli urcit’ pocet rieSeni rovnice (2), staci poznat’ vzdjomnu polohu paraboly
p aexponencialy e, ako ich vidime na obrazkoch 1 a 2. Presnejsie, ak sa nam podari urcit’ pre aké ¢islo
b (v zavislosti na @ a h) maju priamka a parabola dotykovy bod, budeme vediet uréit’ aj (v zavislosti
na b ) kol’ko ma dana sustava rieseni.

Najskor najdeme bod dotyku oboch kriviek X . Pretoze krivky musia mat’ v bode X, rovnaké funkcné

. i 1 — hx
hodnoty, musi platit’ )CO2 +ax, = —be ™™ 7 &oho vyplyva, Ze a = ——be o x . Na zéaklade toho,
X
0
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2 hx,
X, €
Ze aj prve derivacie funkcii y ,a y, musia byt' v bode x, rovnake, dostavame b= h a
X, +
0

Chxy +2
hx, +1

h
Aby sme mohli vyjadrit’ bod dotyku v premennych a a %, musime si vyjadrit’ X, z rovnice pre a.

hx, +2
hx, +1

existuje inverzna funkcia:

1 1
Funkcia a(xo ) =-— X, je rydzomonotonna na intervaloch (— oo,——) a (— -, oo) . Preto

h h

—(ah+2)+Na*h* +4 1
) Xy = ,pricom x, €| ——,0 [ab>0
2h h
—(ah+2)-a’n* +4 2
1) X, = , pricom X, €| —0,—— [a b <0.
2h h
2 _hx,
Ak vyrazy z 1) a 1I) dosadime namiesto X, do rovnice b= X0 , dostadvame postupne
hx, +1
| Va?h?+4—(ah+2) 5
i) B+:—2e 2 [\/aZhZ +4—2]pre XOEL_Z,OJ
h
| —a2h2+4—(ah+2) 5
ii) B_ =——2e 2 [\/azh2 +4+2] pre X, e(—oo,—zj.
h

Pritom nie je tazké overit, ze B, > 0a B_ <0 pre kazdé realne a, h.[

Veta 2: Ak a > 0,b <0,k >0, tak diferencidlna rovnica (1)

a) ma dve linedrne nezavislé rieSenia, jedno s vlastnostou A a jedno riesenie s viastnostou B pre
B_<b

b) ma riesenia s vlastnostou A a riesenie s viastnostou B pre b= B_

c) ma riesenie s vlastnostou Bpre b < B_,

—a?h?+4—(ah+2)
kde B_ =———e 2
12

[\/azh2 +4+ 2].

Dékaz: Pozri dokaz vety 1. [

1 2
X, - Pritom pre b >0 je X, zintervalu (—;,0) apre b <Oplati, Ze x, € (— oo,——j .
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Veta 3: Ak a > 0,b>0,h >0, tak diferencialna rovnica (1)

P , 4be >
a) ma dve linearne nezavislé riesenia s vlastnostou A pre — <1
a

b) nemd monotonne riesenie na intervale (— 00, oo) pre — >1.
a

Dékaz: Dokaz prenechavame citatel'ovi ako jednoduché cvicenie. [

4. Vysledky a zaver

V tomto kratkom prispevku sme sa zaoberali rieSenim diferencidlnej rovnice (1) s oneskorenym
argumentom. Vo vetach 1, 2 a 3 st uvedené postacujice podmienky existencie monoténneho rieSenia tejto
diferencialnej rovnice.
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Summary

ON EXISTENCE OF MONOTONOUS SOLUTIONS OF DIFFERENTIAL EQUATION
x"(t)+ ax'(t) + bx(t - h)z 0.

In this article we dealt with solving of differential equation (1) with delay. There are sufficient
conditions on existence of monotonous solution of this differential equation in Theorems 1, 2 and 3. These
conditions are presented in terms of variables «,5 and the delay # .
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Abstract: ZALABAI, Z. — POKORNY, M.: Constrained Extrema. Acta Fac. Paed. Univ. Tyrnaviensis, Ser.
C, 2004, no. 8, pp. 20 — 25.

In [5] the authors described the method of finding constrained extrema in points of the curve in two-
dimensional or three-dimensional space. This paper deals with constrained extrema for the function
f (x, y, z) with the constraint g (x, v, z) = 0 and for the function f (xi, x, X3, x4) with the constraint
g (x1, x2, x3, x4). This paper does not provide theoretical results, but it shows how it is possible to solve
these problems using personal computers and short programmes written in the language GW-BASIC.

Key Words: GW — BASIC, programme, extremum, constrained extrema, gradient of function

Uvod

V ¢lanku [5] sme hl'adali viazané extrémy funkcie v bodoch rovinnej, resp. priestorovej krivky. V praci
budeme pokracovat. Budeme hl'adat’ viazané extrémy funkcie f'(x, y, z) v bodoch ur¢itej plochy g (x, v, z)
= (0, resp. viazané extrémy funkcie f (xi, xa, X3, X4) s vazbou g (x1, x, X3, x4). Uk&Zeme, ako sa daju riesit’
niektoré ulohy s vyuzitim vypoctovej techniky. Pouzijeme kratke programy v jazyku GW — BASIC,
v ktorych vyuzijeme vlastnosti gradientu funkcie. Uvedieme zakladny program a pomocou neho vyriesime
niekol’ko uloh.

I. Viazané extrémy funkcie F (x, y, z) s vizbou g (x,y,z) =0

NapiSeme program, ktory uvadzame v tabul’ke ¢.1. Uvedeny program sluZzi na hl'adanie lokalnych extrémov
funkcie f'(x, y). S viazanymi extrémami funkcie F (x, y, z) s vidzbou g (x, y, z) = 0 to suvisi takto. Ak z rovnice g
(x, ¥, 2) = 0 je mozné vyjadrit’ ,,z* pomocou x a y, tak toto ,z* dosadime do F (x, y, z) namiesto z, ¢im dostaneme
funkciu dvoch premennych £ (x, y). Najdeme také xy, y, v ktorych ma funkcia f'(x, ) lokalny extrém (maximum
alebo minimum) a vypocitame z, pomocou X a yj. [xo Voo Zo] je hladany bod plochy g(x, y, z) = 0, v ktorom ma
funkcia F (x, y, z) lokalny extrém. Napriklad v pripade gulovej plochy (resp. elipsoidu) postupujeme takto: ak
pozname parametrické rovnice: x =x (u, v), y =y (u, v), z =1z (u, v), potom tieto vyrazy dosadime do F (x, y, z)
a dostaneme funkciu dvoch premennych f[x(u,v), y(u,v), z(u,v)] = f(u,v). Teraz uz hladame extrémy tejto

funkcie. Zaverom vypocitame xo, 1o, zo pomocou i, a v,. Z tabul’ky hodnét, ktoré vytlaci pocita¢, je mozné
vidiet’ hodnoty xo, yo, resp. uy, vo a hodnotu extrému funkcie F (x, y, z).
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25 DIM H(1000):DIM ¥(1000)
26 DIM P1(1000):DIM P2(1000)
27 DIM G1(1060):DIM G2(100
30 DEF FN F(X, Y )=Kxy™ 2*((
540 INPUT ™ x{
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Tabulka ¢.1

Priklad 1.
Niéjdite lokalny extrém funkcie F(x,y,z)=x.y’z* s vizbou x+2y+3z=a(x>0,y>0,z>0,a>0)-

6
([1]. 5. 319, dloha 3662, vysledok ,, _ (g) Pri yo yozo % )

Poznamky k rieSeniu pomocou programu, ktory je uvedeny v tabulke ¢.1.
Pre a = 12: x + 2y + 3z =12. Z toho z = (12 — x — 2y) /3. Po dosadeni za z do ,,x . y*. 2 dostaneme funkciu

F(x,y) =Xy .((12—x—2y)/3) .
Vol'ba x (1), y (1) — napr. 1,1. Cast tabulky prikladame ako obrazok &.1.

Priklad 2.
N4jdite lokalny extrém funkcie u =sinx . siny . sin z s vdzbou
x+y+z=7z/2(x>0 y>0, z>0)

([2], s. 351, priklad 272, vysledok: v bode {” T } je lokélne maximum 2 1y,
666 8
Poznamky K rieSeniu:  p(y y) = sin x.sin y.sin(z—x—y]. Hodnoty x,, yp ahodnotu maxima vidime
2

na vytlacenej tabul’ke na obrazovke, Zo = T Xo = Vo
2
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1996286
1999195
996294
999324
.996357
.999157

1992479 )= 63.99804
002046 )= 63.99991
992476 )= 63.99803
002006 )= 63.99989
992456 )= 63.99805
, 2.0020856 )= 63.9999
996243 | 1.99249 )= 63.99803
999293 |, 2.002013 )= 63.9999
199635 | 1.992456 )= 63.99805
1999195 |, 2.002043 )= 63.99988
1996315 |, 1.992467 )= 63.99805
999107 , 2.002069 )= 63.99991
1996211 , 1.992498 )= 63.99806
199919 | 2.0020844 )= 63.99992

P2 =t PO =t D = oD =

=k —h =k —h = —h = =k =h = —h —h —h —h —h —h —h —h —h —h —h
T " " " " —— —— —— —— — ——
P L e T o g g B T e e

1996255 , 1.992484 )= 63.99805
.999147 , 2.002057 )= 63.99989
1996261 , 1.992482 )= 63.99804
1999197 , 2.002041 )= 63.99991
1996305 , 1.992469 )= 63.99804
1999197 , 2.002041 )= 63.99991
1996305 , 1.992469 )= 63.99804

Obrazok ¢.1

Priklad 3.

Najdite lokalne extrémy funkcie u =x .y .z s vizbou x? + y? + 22 =3.
([2], s. 348, priklad 266, vysledok: v bodoch [1,1,1], [1,-1,-1], [-1,1,-1], [-1,-1,1] funkcia ma lokalne
maximum ., = 1. V bodoch [-1,-1,-1], [-1,1,1], [1,-1,1], [1,1,-1] je lokalne minimum u;, = -1).
Poznamky k rieSeniu: do u =x . y . z dosadime
x=+/3.cosusinv,y = V3sinu sinv,z =+/3cosv.
Dostaneme funkciu dvoch premennych.
Napr. pri volbe x (1) = 1, y (1) = 1 dostaneme lokalne maximum v bode [1,1,1], umx = 1,
prix (1) =3,y (1) =1 dostaneme lokdlne maximum v bode [-1,-1,1], t4yax = 1.

I1. Viazané extrémy funkcie F (x, y, z, w) s vizbou g (x, y, z, w) =0

Prislusny program je uvedeny v tabulke ¢.2. Program sliizi na urCenie lokalnych extrémov funkcie
troch premennych f'(x, y, z). Ak mame urcit’ lokalny extrém funkcie F (x, y, z, w) s vizbou g (x, y, z, w) = 0,
postupujeme takto: z rovnice g (x, y, z, w) = 0 vyjadrime w (pokial’ je to mozné!) pomocou x, y, z. Takto
vypocitané w dosadime do F (x, y, z, w) namiesto w. Dostaneme funkciu troch premennych f(x, y, z). Ak
najdeme bod [xg, yo, zo], v ktorom ma tato funkcia lokédlny extrém (maximum alebo minimum), potom
vyjadrime wy pomocou Xy, Vo, zo. Bod [xg, Vo, zo, Wo] je hladany bod, v ktorom ma funkcia F extrém
s vizbou g(x, v, z,w) = 0. Zrejme g (xo, Vo, Zo, wo) = 0. Cisla xo, o, zo a hodnotu lokalneho extrému vytlaci
pocita¢ — je to posledny riadok na obrazovke.

VacSina autorov rieSi tato problematiku pomocou Lagrangeovej metddy. Ide o velmi zlozité
a komplikované vypocty. Pokial' ide o funkcie troch a Styroch premennych, ucebnice izbierky uloh
obsahuju maly pocet takychto prikladov. V mnohych pripadoch pomdze pocitac.

22



53 DEF FN F{X.Y,Z)=K"2+¥"2+7272+({1-H-¥Y-Z2)"2
95 DIM X(150):DIM ¥(150):DIM Z(150)
96 DIM P1(15[§]Il DIH P2(15[§]Il DIH P3{150)
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Tabulka ¢.2

Priklad 4.

Najdite lokalny extrém funkcie y = x? + y? +z2 + w? s vizboux+y+z+w=1.
([1], s. 318, Gloha 3667. Vysledok umi, = 1/4 prix =y =z=w=1/4).

Cast vytlacenej tabul’ky obsahuje obrazok ¢.2.

Priklad 5.
Néjdite lokélny extrém funkcie y = sin x + sin y+sinz+sinw vizbou

x+ty+tz+w=0.

Napr.vbode | Z # % 3 je lokalne maximum; #.y = 4.
2 2 2 2

Obrazok ¢. 3 predstavuje Cast’ vytlacenej tabulky.

f{ .3014025 , .3014025 , .3014025 )= .2817066
fl .2956289 , .2956289 , .295629 )= .274984

f{ .2898004 , 2898004 , .2898555 )= .2690615
f( .2840819 , .2840819 ., .284082 )= .2639389
f{ .2783084 , .2783084 , .2783085 )= .2596164
f{ .2725349 , 2725349 |, .2725349 )= .2560939
fl .2667613 , .2667613 , .2661615 )= .253313
f( .2609879 , .2609879 ., .2609879 )= .2514488
f{ 2552144 |, 2002144 |, (2552144 )= .2503263
fl (2694409 , 2494409 | (2494409 )= 2500038
fl 2436676 , 2436674 , 2436674 )= 2504812
f 2694407 | 2494407 |, (2494413 )= .2500038
f{ .2436676 . 2636616 . .243667 )= .2504813
fl 2494409 , (24944089 | 2494409 )= 2500038
fl 2436677 , .2436677 , .2436666 )= 2504812
f 28944611 | (2494411 | (2494405 )= .2500038
f{ 2436668 , .2436679 ., .2436674 )= .2504813
f 2694407 |, (2494412 | 2494407 )= 2500038
fl .2436672 , .2436677 , .2436672 )= 2504812

Obrazok ¢.2



f( 1.572758 , 1.572758 , 1.572757 )= 3.9999%17
fl 1.566985 , 1.566985 , 1.566984 )= 3.999913
f( 1.572758 , 1.572758 , 1.572757 )= 3.9999%17
fl 1.566985 , 1.566985 , 1.566984 )= 3.999913
f( 1.572758 , 1.572758 , 1.572757 )= 3.9999%17
fl 1.566985 , 1.566985 , 1.566984 )= 3.999913
f( 1.572758 , 1.572758 , 1.572757 )= 3.9999%17
fl 1.566985 , 1.566985 , 1.566984 )= 3.999913
f( 1.572758 , 1.572758 , 1.572757 )= 3.9999%17
fl 1.566985 , 1.566985 , 1.566984 )= 3.999913
f( 1.572758 , 1.572758 , 1.572757 )= 3.9999%17
fl 1.566985 , 1.566985 , 1.566984 )= 3.999913
f( 1.572758 , 1.572758 , 1.572757 )= 3.9999%17
fl 1.566985 , 1.566985 , 1.566984 )= 3.999913
f( 1.572758 , 1.572758 , 1.572757 )= 3.9999%17
fl 1.566985 , 1.566985 , 1.566984 )= 3.999913
f( 1.572758 , 1.572758 , 1.572757 )= 3.9999%17
fl 1.566985 , 1.566985 , 1.566984 )= 3.999913
f( 1.572758 , 1.572758 , 1.572757 )= 3.9999%17
fl 1.566985 , 1.566985 , 1.566984 )= 3.999913
f( 1.572758 , 1.572758 , 1.572757 )= 3.9999%17
fl 1.566985 , 1.566985 , 1.566984 )= 3.999913
Obrazok ¢.3
Zaver

Metoda opisana v ¢lanku moze pomoct pri hladani viazanych lokalnych extrémov funkcii viac
premennych hlavne v pripade, ked pouzitie Lagrangeovej metddy vedie k pomerne komplikovanym
vypoctom. Naviac mozno tito metédu efektivne vyuzit' pri kontrole vysledkov rieSenia, napriklad
v matematickych zbierkach tloh.
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Summary

CONSTRAINED EXTREMA

This paper deals with the method of finding constrained extrema for the function
f (x, v, z) with the constraint g (x, y, z) = 0 and for the function f (x;, xp, x3, x4) with the constraint
g (x1, X2, X3, x4). The method can especially be useful when the Lagrange method leads to the complicated

calculations. Moreover, the method can be used to check results of problems which are published in
different mathematical books.
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CABRI GEOMETRIA - POMOCKA PRI VYUCOVANi MATEMATIKY
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Abstract: SOTAKOVA, K.: Cabri Geometry II - an Instrument of Teaching of Mathematics. Acta Fac.
Paed. Univ. Tyrnaviensis, Ser. C, 2004, no. 8, pp. 26 — 30.

The use of computers in teaching mathematics has become important nowadays. In the proposed paper
we describe two experiments that we have realized with students at the basic school. The first experiment
has concerned with teaching transforms of symmetry and the second one the angles, both using the
graphical software Cabri Geometry II. We have compared the knowledge of two groups of students
whereby one of them was teached using the Cabri Geometry II and the second one in a common way. The
advantages and disadvantages of both assets are presented as a conclusion of the paper.

An implementation of ICT into teaching necessarily implies changes of curricula. These methods are
not always effective, especially in short-term activities.

Key words: teaching of mathematics, Cabri Geometry II, transforms of symmetry, angle.

Uvod

Hlavnym zmyslom zaradenia informa¢nych a komunikac¢nych technologii do zakladného vzdelavania
okrem dosiahnutia samotnej pocitacovej gramotnosti je aj ich efektivne vyuzitie pri vyucovani jednotlivych
predmetov.

Tento prispevok sa zaobera vyhodnotenim experimentalnej vyucby matematiky realizovanej
s podporou didaktického softvéru Cabri Geometry II. Experiment bol realizovany v priebehu maja 2004 na
zékladnej Skole v Bratislave. Témy experimentu sa tykali vykladu uciva Osova sumernost’ (7.ro¢nik)
a Stuhlasné a striedavé uhly (6.ro¢nik). Cielom experimentu bolo skimanie efektivnosti tohto spdsobu
vyucby vzhl'adom k osvojeniu si nového uciva.

Prispevok je rozdeleny na tri Casti. Prva kapitola je venovana experimentalnej vyucbe osovej
sumernosti v 6. ro¢niku. Druha kapitola opisuje experiment s praktickou vyucbou stihlasnych a striedavych
uhlov klasickym spdsobom a tiez pomocou pocitaca. V zavere zhfilame ziskané poznatky a nacrtavame
nové podnety pre d’al§i vyskum.

Zakladna skola, na ktorej boli experimenty realizované, patri svojou kapacitou medzi malé Skoly,
ked’ze podet ziakov v kazdej triede je priblizne 20. Skola je zapojena do projektu Infovek a disponuje
pocitacovou ucebiiou s desiatimi pocitacmi. AvSak, ako sme zistili, u¢itelom chybaju skisenosti s vyuzitim
pocitadov vo vyudovani. Ziaci tejto §koly, doposial’ nepracovali s po¢itatom na hodine matematiky. Praca
s didaktickym softvérom Cabri Geometry II na experimentalnej vyuCovacej hodine bola ich prvym
kontaktom s po&itaémi na hodine matematiky. Casovéa dotacia na kazdy experiment bola dve vyucovacie
hodiny. Priebeh experimentov bol nasledovny:

1. Uvedenie ziakov do pouzivania nastrojov Cabri Geometry II (len tych, ktoré budi pocas

vyuCovania vyuzivat’) (cca 10 min)

2.  Motivacia k novému ucivu ( cca 5 min)

3. Pokyny k vypracovaniu pracovnych listov (5 min)
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4. Samostatna praca ziakov za astistencie ucitel’a (20 min)
5. Spolo¢né vyhodnotenie hodiny (5 min)

Experiment €. 1 - osova simernost’

V klasickom usporiadani uciva Osovd sumernost dominuje zobrazenie bodu v osovej sumernosti. Az
potom nasleduje obraz Uisecky, trojuholnika a pod. Na zaklade poznatkov o pojmotvornom procese [2]
je vhodné objasnit’ novy pojem najskor na urovni separovanych modelov, ¢o Cabri Geometry I umoziuje.
Preto pracovné listy ur€ené na experiment zacinaji zobrazenim trojuholnika v osovej stimernosti (ako
separovaného modelu) a az potom nasleduji obrazy bodu, usecky a pod. Dévodom tohoto netradiéného
usporiadania uciva je skutoCnost, Zze manipulécia s trojuholnikom a nasledna vizualizacia zhodného
zobrazenia trojuholnika je v dynamickej geometrii, ktora Cabri Geometry II predstavuje, vhodnejsia pri
rovinnom utvare ako pri samotnom bode.

Na zaciatku hodiny sme ziakom vysvetlili zaklady prace s grafickym softvérom Cabri Geometry II,
pri¢om sme sa zamerali na ponuku nastrojov stvisiacu s u¢ivom Osovd sumernost (trojuholnik, priamka,
bod, pomenovanie, Gsecka, dizka usecky, osova sumernost). Nasledne som Ziakom rozdala pracovné listy,
ktoré okrem znenia problémovych tloh obsahovali aj prislusné nazvy nastrojov v Cabri Geometry II
(Obr.1). Ziaci vypracovavali ulohy za pomoci nastrojov Cabri Geometry II a zaroven vypliiali pracovné
listy (Obr.1). V samostatnej praci pokracovali aj nasledujucu hodinu matematiky.

Sledujte pokyny : PouZzite ikonu:
Otvorte si novy subor. Stubory — novy
Vyznacte trojuholnik. Trojuholnik
Vyznacte lubovol'nt priamku. Priamka
Vyberte z ponuky nastrojov “osova sumernost™. Posunte Osova
kurzor na trojuholnik tak, aby sa pri flom objavil text stimernost’
“zobraz v sumernosti tento trojuholnik” a potvrd'te to
kliknutim. Posunte kurzor k priamke tak, aby sa objavil
napis “vzhladom na tato priamka” a kliknite. Nakresli sa
obraz trojuholnika v osovej sumernosti.
Zafarbite trojuholnik — vzor na Cerveno. Vypln farbou
Zafarbite trojuholnik — obraz na zeleno. Vypli farbou
Otvorte si novy subor. Stbory — novy
Vyznacte priamku k. Priamka
Vyznacte priamku | rovnobeznt s priamkou k. Rovnobezka
Vyznacte os sumernosti a. priamka
Vytvorte obraz priamky k v osovej simernosti s osou Osova
a vzniknuty obraz priamky k oznacte k. stmernost’
Vytvorte obraz priamky / v osovej simernosti s osou
a vzniknuty obraz priamky k oznacte [”". ,
v Y ik I;c Y Osova
nadte pria a posuvajte ju. , ,
vz ) P i 1 aposuy J. u stmernost
Vysetrite vzajomnu polohu priamok £ a /”".
Co mozno o nich povedat?
P Ukazovatel
....................................................................... Rovnobesny?

Obr. 1 Ukazka pracovného listu
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Na zaver experimentu sme preverili vedomosti a zruénosti ziakov z uciva Osova sumernost’ formou
riesenia konstrukénych uloh pri tabuli a do zoSita. Didaktické zavery z experimentu mézeme strucne
zhrnut' takto:

e 7ziaci pochopili pojem osovej simernosti ako zhodného zobrazenia, ktoré kazdému vzoru
priradi vlastny obraz.

e velmi rychlo vedeli odhadnut’ a narysovat’ $pecidlne pripady osovej simernosti, ktorymi st
napr. obraz trojuholnika v osovej simernosti podla osi, ktord prechadza stranou alebo ktora
prechadza vrcholom trojuholnika. Pri klasickej forme vyucby sa tieto Specialne pripady javia
ako problematickeé.

e problémy nastali pri verbalizovani nového poznatku — Ziaci nevedeli pomenovat’ vzor, obraz,
samodruzny bod a pod.

Experiment €. 2 - sihlasné a striedavé uhly

Cielom druhého experimentu bolo kvantitativne vyhodnotit’ uroven osvojenia si novych pojmov
daného uciva v kontexte vyuzitia didaktického softveru. V ramci tohto experimentu sme ziakov rozdelili na
dve, vykonovo rovnocenné, skupiny. Experimentalna skupina ziakov absolvovala vyklad nového uciva
s vyuzitim Cabri Geometry II a kontrolna skupina sa zcastnila klasickej vyucby. Vyucovacie jednotky
obidvoch skupin prebiehali siicasne, pricom klasicku vyucovaciu hodinu viedla ucitel’ka matematiky. Téma
vyuGovacej hodiny bola Suhlasné a striedavé uhly. Ziaci nepoznali pouzity didakticky softvér ana
hodindch matematiky s vyuzitim pocitaca sa dosial’ nezii€astiiovali.

1. Na obrazku ¢&.1 s vyznadené uhly. Vypiste vetky dvojice a)suhlasnych, b)striedavych, c)susednych,
d)vrcholovych uhlov. 8 bodov

Obr.1 Obr.2 Obr.3

2. Na obrazku ¢2 je vyznaceny uhol. Vyznacte vSetky ostatné uhly, ktoré maju
rovnaku velkost’ ako vyznaceny uhol. 3 body

3. Na obrazku &3 je vyznateny uhol AVB, priéom|ZA VB| =30°. Vypocitajte velkosti

ostatnych uhlov vyznacenych na obrazku.

4 body

Obr. 2 Pisomka z uciva o striedavych a sthlasnych uhloch
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Vyucovacia hodina sa zacala zopakovani pojmov susedny a vrcholovy uhol. Novymi pojmami
boli stihlasny a striedavy uhol. Obsahom vyucovacej hodiny experimentalnej skupiny a kontrolnej skupiny
bola konstrukcia rovnobeziek pretatych prieckou a klasifikacia dvojic zhodnych uhlov. Na zaklade
manipulacie s obrazkom a nasledného merania si Ziaci experimentalnej skupiny overovali poznatok o tom,
ze kazdé dva vrcholové maju rovnaku velkost. Objavili taktiez iné dvojice zhodnych uhlov na obrazku
dvoch rovnobeziek pretatych prieckou. Tie boli nazvané suhlasnymi alebo striedavymi uhly podla toho, ¢i
lezali v tej istej polrovine urcenej prieckou, alebo lezali v opacnych polrovinach. Na d’alSej hodine obidve
skupiny ziakov (experimentalna aj kontrolna) pisali kratku pisomku z prebratého uciva. Znenie pisomky je
na obr. 2.

Graf na obr. 3 prezentuje porovnanie vysledkov hodnotenia testov v kontrolnej a experimentalne;j
skupine.
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1,5 O kontrolna skupina

O experimentalna skupina

05

priemer znamok z priemer zndmok z
pisomky matematiky na
vysvedCeni

Obr.3 Porovnanie vysledkov pisomky v kontrolnej a experimentalnej skupine

Sledované skupiny dosiahli v meranych vedomostiach zna¢né rozdiely. Ukazalo sa, Ze ziaci kontrolnej
skupiny napisali pisomku lepsie ako ziaci experimentalnej skupiny. Dévodom moze byt to, Ze islo len
o kratkodoby vyskum. Taktiez evaluacia pisomky znacne skreslila vysledky, nakol’ko znacny déraz bol
kladeny na terminologiu, ktorej Ziaci pracujuci pri pocitaci nepripisovali vyznam. Napriek tymto
vysledkom hodnotenia povazujeme Cabri Geometry II za efektivny néstroj vyuCovania, o com svedci
najma vel’ky zaujem zo strany ziakov.

Zaver

Pocitac je pre ziakov velkou motivaciou. Ich postoj k tomuto spdsobu vyucovania je vysoko pozitivny.

V oblasti kognitivneho ucenia ma pocita¢ vyssi efekt u vybornych ziakov, ale je stimulom aj pre slabsich

ziakov. Ti su Casto ochotni riesit’ na pocitaci priklady, ktoré by za normalnych okolnosti bud’ ani nezacali

riesit’ alebo ich rychlo vzdali.
Skuisenosti ziskané z opisanych experimentov mozno zhrnat nasledovne:

o  Vyskum ukézal, ze Cabri Geometry II je mozné pouzit’ pri vyklade uciva. V oblasti reprodukovania
vedomosti nemusi viest k lepsim vysledkom ako klasicka vyucba, ale v oblasti transferu nového
poznatku sa ukazuje efektivnost’ vyssia.

e  Vyuzitie pocitatov pri vyucbe geometrie je vhodné kombinovat’ s tradicnym vyucovanim. Uc¢ivo
o zhodnych zobrazeniach, kde vacSinu casu klasickej vyucby zaberd nacvik presného rysovania,
mozno obohatitt prvkami dynamickej geometrie, ktord poskytuje dostatok priestoru
na pochopenie samotnej podstaty zhodnych zobrazeni ako funkéného vztahu medzi dvoma objektami.
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Na druhej strane - vyucba pomocou Cabri Geometry Il sa nezda efektivna pri osvojovani konkrétnych
terminov ako sa to ukazalo aj v naSom pripade v experimente ¢.1.

Experiment ¢.1 potvrdzuje vSeobecnu tézu o nevyhnutnej zmene kurikula z hladiska implementacie
pocitac¢ov do vyucby.

V buducnosti chceme pracovné listy uc¢iva Osova stimernost’ vyuzit' pri opakovani uciva so ziakmi 9.
ro¢nika. Tiez stoji za zvaZenie zistit' trvacnost’ vedomosti Ziakov experimentalnej a kontrolnej skupiny
v experimente ¢.2.

[2]
[3]
[4]

Literatara

DROESSAERT, A.: Transformations with Cabri, Projekt Socrates/Erasmus students exchange, Pdf TU
2003

HEINY, M.: Teoria vyucovania matematiky 2. SPN, Bratislava 1990.

TUREK, L.: ZvySovanie efektivnosti vyucovania. Metodické centrum Bratislava, Bratislava, 1997.
http://www.pf.jcu.cz/cabri/, 20.9.2004

Summary

CABRI GEOMETRY - AN INSTRUMENT OF TEACHING OF MATHEMATICS

The goal of the paper was to analyze the results of one experiment of ussing of didactic software Cabri

Geometry for teaching transforms of symmetry and angles on the elementary school.
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culture too.

Key words: history of mathematics, mathematical culture.

Uvod

Kazdé obdobie I'udskych dejin mé svoje nezanedbatelné postavy, vyznamné osobnosti. VSimnime si
obdobie od 8. az do konca 17. storocia z pohl'adu historickych poznamok o vyvoji matematickej kultary
pre potreby Skolského vyucovania.

Nebudeme diskutovat’ o tom, ako bol urCeny stredovek, ani o tom, ¢i a v akom smere bol temnym
obdobim Tl'udstva. Chceme si na struénych poznamkach o Zivote a diele vyznacnych stvekych osobnosti
naznacit’, ze napriek ich pdsobeniu v sutanach (boli prislusnikmi reholi alebo knazmi cirkvi), mali zaujem
aj o prirodovedu a dokonca i matematiku.

Vybrali sme osem postav, ktorych tusilie vnami sledovanom spojeni nabozenského zamerania
s matematickou odbornostou v dohodnutom obdobi je priznac¢né. Ani vtedy neboli odvratené strany viery
a vedy neprekonatel'né.

Alcuin z Yorku

York je arcibiskupské sidlo so starou kultirnou tradiciou a znadmou
klastornou Skolou. Tam sa narodil anglosasky ucenec Alcuin (asi 735 — 19. 5.
804) Vystudoval a potom prednésal v miestnom klastore. Od roku 781 viedol
kultirne a skolské zalezitosti panovnika Karola Velkého, S§iril v jeho risi
vzdelanie (elementarne, artistické i teologické).. Cielom bolo spoznat’ spajat’
krestansky obsah s klasickymi znalostami. Metédou boli otazky a odpovede
s ohl'adom na proces vnimania, pamiti a obrazotvornosti. Jednou zo zasad bola
myslienka: ,,Rozumne sa pytat, znamend vyucovat.” Alcuin z Yorku spisal
traktaty o gramatike, rétorike, dialektike i muzike, filozofické a teologické spisy
i pojednania z historie. Zvlast vnimal logiku ako umenie rozumu, ktoré
usporadiiva poznanie javov l'udskych i bozskych. Od roku 796 bol opatom
v klastore sv. Martina v Tours, kde vybudoval tspesnu skolu pre Sirenie vzdelanosti vo Franctuzsku.

V spise Ulohy na bystrenie umu mladych (Propositiones ad acuendos iuvenes) zozbieral 53 poétarskych
uloh. Je tam ukazané napriklad riesenie ulohy ako rozdelit' 100 minci medzi 100 os6b, aby muzi dostali
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po troch, zeny po dvoch a kazdé dve deti spolu po jednej minci. Alcuin uvadza riesenie, podla ktorého
bolo zo 100 0s6b 11 muzov, 15 Zien a 74 deti. Iné z d’alSich pét rieSeni neuvadzal. Stcast'ou tejto zbierky
uloh je aj prihoda o vlkovi, koze a hlavke kapusty a ich prevoze cez rieku za danych podmienok, vypocet
roznych obsahov, ale aj priklady kombinatorickych uloh i rézne vypoctové zadania a ulohy so zadkladnou
logickou tivahou.

Karolinska renesancia priniesla ozivenie vzdelavania v starSich klaStornych
Skoldch a zainajiicich $kolach pri katedralach. frsky mnich Alcuin z Yorku
usporiadal zésadné vyroky autorit (Beda Venerabilis, Isidor, Boethius, Augustin,
Cicero) pre Skolské potreby. Prispel k celkovej obnove a reforme vzdelania vo
Franskej risi. Ukazuje sa, Ze aj podnety zo zaciatku stredoveku, ktoré su este stale
sucastou Skolskej matematiky, patria k europskemu kultirnemu dedicstvu
a vytvaraju historické korene réznych matematickych disciplin.

Gerbert z Aurillacu

Slavnym abacistom (pocitanie na ,liniach®) bol francizsky poctar
Gerbert z Aurillacu (asi 930/945 — 1003), neskorsi papez Silvester II. Dostal
uplné vzdelanie, mimoriadne prospieval v matematike i astrondmii. Osud ho
priviedol aj do Spanielska, kde tento kitaz ako jeden z prvych eurépskych
ucencov Studoval arabski matematiku. V tej dobe bola v Cordobe arabska
vysoka Skola (s bohatou kniznicou arabskych, gréckych a latinskych textov),
kde sa prednésala aj matematika.

Gerbert skvele popularizoval dielo Boethiovo, casti Euklidovych
Zakladov i prakticka geometriu. Ovladal pocitanie na abaku — sc¢itacej doske.
Namiesto kamienkov pouzival Zetony s ¢iselnymi znakmi. V jeho Knihe o deleni cisel a Pravidlach
0 pocitani na abaku mozno spoznat terminy delenec a delitel. V pojednani Geometria (94 ¢lankov)
vysvetlil zakladné pojmy (bod, Ciara, plocha, teleso), jednoduché poznatky a metddy vypocétov vysok,
hibok a vzdialenosti. V asti 0 zememeraéskych praktikach spomina i pogitanie s figuralnymi &islami.
Zorganizoval Skolu v Remesi, kde vyucCoval discipliny kvadrivia (aritmetika, geometria, astrondmia,
hudba). Okrem matematiky sa zaoberal aj logikou, filozofiou i astronomiou. Napisal pojednania
o dialektike, teoldgii i politike. V Magdeburgu skonstruoval slne¢né hodiny, ked’ predtym skiimal polohu
Polarky. Zaoberal sa mnohostrannym vyuzitim astrolabu (pristroj na meranie uhlov v sudobej astronomii).

Gerbert z Aurillacu ako ucenec, vynimocna osobnost na poli cirkevnom i politickom, posunul
zapadné myslenie bliz§ie k prameniom antickej filozofie a vedy, podnietil aj zdujem o samostatné
pozorovanie a skimanie. Studoval Vergilia, uplatioval novoplaténsky §tyl myslenia. Stal sa vplyvnym
muzom svojej doby, osliioval vSestrannost'ou a prenikavost'ou svojho umu. Vynikal aj ako Siroko vzdelany
a originalny ucitel'. Ako uéeny arcibiskup ravensky radil aj cisarovi Otovi III. (panoval 995 — 1002) a ten
ho urcil roku 999 za papeza. Gerbert bol prvy Franciz na papezskom stolci a prijal meno Silvester II.
V tejto funkcii prispel k organizacii cirkvi v Pol'sku i v Uhorsku. V roku 1001 poslal uhorskému kralovi
Stefanovi I. kralovskil korunu. Vyhlésil za svitého prazského biskupa Vojtecha. S uspechom sa zapisal
do dejin cirkvi i matematiky.

Je mimoriadne zaujimavé i podnetné, Ze k poprednym osobnostiam spred tisic rokov patri Gerbert
z Aurillacu, ¢lovek mnohostrannych kultarnych zaujmov, literatury, hudby, vedy i matematickej kultary.

Roger Bacon

Zakladom stredovekého $tudia bolo sedem slobodnych umeni: gramatika, rétorika, dialektika,
aritmetika, geometria, astronémia a hudba. Jednym z najkritickej$ich muzov oxfordskej scholastiky bol
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frantiSkansky mnich Roger Bacon (asi 1214 — 1294). Dokladnt znalost’ vSetkych odborov niekdajsej vedy
(matematiky, mediciny, teologie a filozofie) ziskal v Oxforde a v Parizi (1244 — 1250). Mal znacny ohlas
ako prirodovedec a univerzalny myslitel. Viac ako tridsatrocny vstapil do reholy frantiskanov a doverne sa
oboznamil sjej myslienkovym svetom. Stretol sa s Albertom Velkym, Alexandrom z Halesu,
Bonaventirom i Tomasom Akvinskym. Ked’ sa jeho priatel’ G. Fulconi stal papezom Klementom IV. (1265
—1268), poziadal Bacona o zaslanie jeho diela. Za kritiku panovnikov i radovych predstavenych sa Bacon
dostal do klastorného vdzenia v Parizi aj Oxforde (1271 — 1292). Zomrel opusteny a zneuznany.

Roger Bacon zvyraziioval ulohu znalosti jazykov (hebrejCiny, gréctiny,
arabCiny) pre lepSie pochopenie diel Aristotela, Avicenu i Averroesa, ale aj
Biblie. Pri skimani prirodnych javov pozadoval vacsi doraz na pokus,
fyzikalnu skusenost. ,,Bez skisenosti nemozno ni¢ dostatocne poznat... Iba
skusenost’ dava istotu, a nie logicky dokaz.” Sém rozpracoval niektoré
fyzikalne idey, napr. v optike, magnetizme a praktickej fyzike (vyuzitie
strelného prachu, vizia novych technickych prostriedkov). Zovseobecnenie
vnutornej a vonkajsej skuisenosti videl v abstrakcii a matematizacii, ktora treba
nasledne preverit’ v praxi. Na ceste za experimentalnym poznanim podporoval
vnutorn intuiciu, Sikovnost’ rik a matematické zovSeobecnenie. V optike,
astronomii i vteorii hudby odhalil matematickii povahu veci. Krasu videl
pramenit zo svetla a harmonie. V diele Opus maius (Vacsie dielo) uvazoval o pric¢inach ludskej
nevedomosti, o vztahu medzi filozofiou a teoldgiou, o vyuziti nduk o jazyku, o vyzname matematiky
a experimentalnom poznani i o etike. Opus minor (MenSie dielo) je sthrn Baconovych najhlavnejSich
myslienok, Opus tertium (Tretie dielo) je prehlad téz hlavného spisu. ,,Filozofia rozvija bozZsku mudrost
pomocou vedy a umenia.” Roger Bacon spajal idealizmus a empirizmus, dosledne odlisoval teologiu
a profanne vedy. Uprednostnil vyskum konkrétnych predmetov proti prilisSnému odvolavaniu sa na
autority. Uznal, Ze experiment je niclen zdrojom poznania, ale aj rozhodujicim kritériom pravdivosti.
Ludsky rozum a skusenost’ vnimal ako nespochybnitel'né autority v oblasti prirodnych vied. Zdoéraznoval,
ze exaktné skumanie realnych skuto¢nosti spolu s matematickym popisom vedie ku korefiom istoty. Ocenil
nevyhnutnost’ metodickej preciznosti, exaktnosti a doslednosti v overovani prirodovednych poznatkov.

Matematiku (v SirSom a sudobom zmysle) vnimal Roger Bacon ako myslienkovy postup najblizsi
prirodzenému poznavaniu cez sktisenost’ a premyslanie. Matematické ukony su pristupné uz detom.
Pomerne dérazne naznacil: ,,Kto podcenuje vysledky matematiky, skodi celej vede, lebo ten, kto nepoznd
matematiku, nemoze poznat exaktné vedy a nemoze pochopit svet.” Matematické poznatky vnimal ako
zaklad vsetkého vedeckého poznania a odkazal aj nam: ,,Chcel by som vyslovit predpoved’ , ze ¢im viac
zahad prirody rozriesime, tym viac odvetvi matematiky budeme nuteni pouzivat.” Roger Bacon
uprednostnil az mysticku intuiciu, ktorti sa snazil preverovat’ experimentom a popisovat’ matematicky.
»Mdame dva sposoby poznavania: Spekulaciu (teoriu) a experiment. Pochopil, ze prirodné vedy maju viest
Pudi k zdokonaleniu sveta, v ktorom Zijeme. Vyznacil vyznam i Glohy experimentalnych skusenosti, aby
vychadzajuc zteérie smerovali k matematizacii celého l'udského poznania. ,,Vsetko poznanie zavisi
od teoretickej sily matematiky.

Aj dnes si uvedomujeme, spolu s Rogerom Baconom, podstatnt odlisnost’ zmyslového a rozumového
poznania. Vedecké postupy mozu predstavovat’ premostenie k harmonickej a pevnej syntéze zjavenej viery
a l'udského rozumu, aby sme postupne vylucili pri¢iny nasich omylov, ,,pretoze kym zotrvavaji v 'udskom
srdci, rozum nemoze uznat' pravdu. Kriticky duch Rogera Bacona nam ponukol zvyraznenie vyznamu
experimentalneho a matematického poznavania voci zostarnutym mienkam zdedenych autorit. Napriek
tazkému zivotnému osudu a nepochopeniu zostal Roger Bacon verny presvedceniu, Ze rozum i viera mozu
najst’ oporu v experimentalnej vede i krestanskej teologii.
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Thomas Bradwardinus

Jednym zvyznamnych predstavitelov oxfordskej Skoly prirodnej filozofie je aj Thomas
Bradwardinus (asi 1290-26.8.1349). Vystudoval teologiu Merton College na Oxfordskej univerzite, ako
frantiSkansky mnich sa stal aj kanonikom (1333) i1 kancelarom Katedry sv. Pavla v Londyne (1335). Bol aj
osobnym kaplanom kral'a Edwarda III.

Bradwardinus bol presvedéeny o tom, ze vSetky priciny prirodnych javov sa daju vyjadrit
matematicky (pomocou Cciar, uhlov, ¢iselnych pomerov). Vydal odbornu
b pracu O pomeroch rychlosti pri pohybe (1328). Skimal zavislost medzi
T m rychlostou a silou, ktord ju sposobuje. Uvadzal, ze rychlost’ je priamo
e il umernd posobiacej sile a nepriamo imerna odporu, teda hmotnosti a treniu.
:_«‘ g”fr;imn! uf»hnciu.s ¥ Z matematiky napisal prace: Prakticka aritmetika, O teoretickej aritmetike,
. oot ol -y ; , N . , . :
PNTH‘EF ~ . Teoreticka geometria, Traktat o spojitosti. V nich skiimal napriklad aj
: pravidelné mnohouholniky, izometrické vlastnosti kruhu a gule, pomery
iracionalnych  &isiel, vyplianie priestoru pomocou  pravidelnych
mnohostenov. Zvlast zaujimavé uvahy viedol Bradwardinus o spojitosti
(zrokov 1328 — 1335). Uznaval, Ze treba odmietnut’ nazor o tom, aby
kontinuum pozostavalo z konecného poctu nedelitelnych casti, ale aj
tvrdenie, Ze spojit¢é mozno dostat ako nekonecne vela nedelitelného.
Ziadne kontinuum sa nedd zloZit z nekonecne vela nedelitelnych.
V podstate uz vo svojej dobe rozliSoval aktudlne a potenciondlne
nekonecno. V Traktate o pomeroch (1328) jasne odliSil pocitanie s kvantitami veli¢in od vypoctov
s prostymi ¢islami. Pochopil pojem funkcia, jej argument a hodnotu funkcie.

Thomas Bradwardinus nesporne prispel k vytvaraniu pojmu funkcia, lebo spoznal, Ze existuje ¢asovy
priebeh nejakej fyzikalnej veliCiny. Pytal sa, ako prebieha zmena, hl'adal medzi zmenami veliCin prislusné
pomery. Zvlast’ citlivo pristapil k chapaniu spojitého a diskrétneho, ktoré lezi na rozhrani medzi fyzikou,
matematikou a filozofiou. Pohyb chapal ako prechod priestorového kontinua ¢asom. Bradwardinus chcel
pomocou matematickych Givah vysvetlit’ niektoré vlastnosti zakladnych pojmov priestoru, Casu a pohybu.

Mikulas z Oresme

V 14. storo¢i bol vynikajucim ucencom — matematikom Mikulas§
z Oresme (Nicole Oresme, asi 1323 — 1382). V rokoch 1348 az 1361
prednésal na Collége de Navarre v Parizi, prekladal latinské texty do
franclzStiny a komentoval ich. Vytvaral francizsku vedecka
terminologiu hlavne v astronomii a geografii. V oblasti matematiky
a mechaniky predvidal niektoré pojmy a metody, ktoré sa uplatnili az
v 16. a 17. storo¢i. V roku 1356 bol vysviteny na knaza a od roku 1377
bol biskupom v Lisieux v Normandii.

Mikula$ z Oresme sa snazil o matematicky popis pohybu, uvazoval
0 moznosti inych svetov aj o rotacii Zeme. V praci O konfiguracii kvalit
pouzival geometrické vyjadrenie veli¢in a ich vzajomné stvislosti. Nad
useCkou znazoriiujucou cCas zostrojil ,Ciaru intenzity pohybu“
a porovnaval ,formy o premennej $irke.“ V podstate sa jednalo o grafy rychlosti, kde obsah obrazca
vyjadroval vel'kost’ drahy.
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V spise Algorismus proportionum pojednal Mikula§ z Oresme o pocitani s mocninami s lomenym
3

mocnitelom a vedel napriklad, ze 8 = 42 (v naSom zapise), pretoze 4° = 64 a 64 = 8% tj. 8

sa nachadza v ,poldruhanasobnom pomere“ k 4. V podstate vedel slovne formulovat operacie
s mocninami s lomenymi exponentmi.

Geometrickou interpretaciou vedel Mikuld§ z Oresme urcovat’ aj sicet nekonecnych radov. Ukazal,

ze Y+, + l/g +...=1, pretoze ,,pochopil obrazky*:
1 —
1 1 16 L
_ _ "
—t 1 2 4 i
.. = 1
1 1 1 g
0 1 Fl g 1
% 1 e
g 1
1 T3 -
: 2 1
1 p
e

i

1

Vtipne predviedol, uZ v roku 1350, Ze harmonicky rad 1+ '/, +'/5+ 4+ .. nemdZe mat koneény

sucet, lebo (v naSom zapise)

L+ + 5+, s+ Yo+ 1+ Y + Yo+ .. + 1/16
—

_ — _J
H_J —~—

> l/4+l/4: 1/2 > 1/8+1/8+1/8+1/8: 1/2

a to znamena sucet bliziaci sa k nekonecnu.

Takymto obrazkom

i : -
8 1 =<
R vl Ry
| 5 ] & |a =2 ¥
: T T4 =&
1 [ L : In =,
0 1
vedel uréit saget o+ Yy + g + Yig+ .. =2
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Mikulas z Oresme prispel k stanoveniu zavislosti medzi ¢asom a meranou veli¢inou, graficky zaznam
priebehu bol uz vyrazom prirodného zakona. Vytusil ulohu funkénych zavislosti (funkcia ako ,,faustovské
¢islo®) ako nastroja pre skiimanie prirody a jej meratelnych zakonov. Patri k prvym, ktory sa nezlakol
tajomstiev nekonecna a spoznal, Ze moze existovat’ nekoneény utvar s koneénym obsahom. Vo svojich
uvahach obsiahol niekolko hlbokych myslienok matematiky premennych veli¢in, ktoré vSak museli
pockat’, pokial’ sa neobjavil matematicky aparat pre rieSenie konkrétnych realnych problémov fyziky
a d’alsich technickych i prirodnych vied.

Mikula$ Kuzansky

Zil na rozhrani stredoveku a renesancie. Osamoteny myslitel’ ovladal sudobé myslienkové prady aj ich
antické pramene. ZaviSil stredoveku teologicku tradiciu, vyzval k vyhodnoteniu empirickych faktov
poznavanych v prirode. Spoznal, ze na pochopenie tajuplnych a protikladnych vlastnosti sa najlepsie hodi
matematika. Rozlisil tri stupne poznania. Zmyslové poznanie predklada zakladné javy, rozumové spoznava
vseobecné a vytvara Cisla, intelektualno-duchovné poznavanie objavuje stvislosti i superenie protikladov.

Mikula§ Kuzansky (1401-1464) pochadzal z mesteCka
Kues na brehu rieky Mosel. Jeho otec Henne Chrypffs bol lodiar
a vinar. Po odchode zdomova syn pouzival meno Nicolas
Cusanus. Vystudoval pravo v Heidelbergu a Padove (1422),
nevenoval sa mu, pretoZe sa rozhodol pre duchovnu drahu. Stal
sa knazom, neskor duchovnym hodnostarom (kardinal
1448, biskup 1450) a diplomat. Ako papezsky vyslanec bol na
koncile v Bazileji (1431) i vo Florencii (1439). Sluzil myslienke
intelektudlnej a nabozenskej jednoty krestanského sveta,
koordinoval moc svetski a duchovnu.

Kuzansky uvazoval aj o prirodnych vedach. Uznal,

L ze jednota latky a formy sa uskutoéiiuje prostrednictvom pohybu.
Zem nepokladal za centrum vesmiru, uznaval hypotézu jej pohybu. Predpokladal systém a harmoéniu
vesmiru na zaklade matematickych principov. Poukéazal na potrebu reformovat’ kalendar, zostavil mapu
strednej Europy. Zaviedol meranie pulzu ako pomocku pre diagnostiku, navrhol okuliare s konkavnymi
SoSovkami. Bol oznacovany aj za milovnika matematiky. Zaujimal sa o priblizné geometrické konstrukcie.
Vedel, ze nie je mozna presna kvadratira kruhu. Pre postup rektifikacie kruznicového obluka podal
zaujimavy navrh , ktory bol jednoduchy a pomerne presny , s chybou asi 0,2%.

Kuzanskeho aproximacia pre dizku kruZnicového oblika

arc AB ~ AB’

ak r=1 sind=BT
cos 6 =0T

AB'=3.tg

sin 5 sin o

Pre ACTB plati sinf =

BC CB 5+t4coss
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ale CB=\/(2+OT)2 =\/(2+cosé)2+(sin5)2 =4+4c0s5 +cos+sin’ & =+/5+4cosd

3 sm,3_3s1n5 1 _331115 CB 3 sino

“cosf T CB 20T T CB 210T  2+cosd

CB

potom AB' =

napr. pre 5 =45° je AB' ~0,7836...
. T
dizka oblika AB:Z ~ 0,7854.. - chybaasi0,2%.

Matematika méze byt nastrojom sktmania prirody. Udaje ziskané z pozorovania a merania vedi
k poznaniu pravdy. Mikula$ Kuzansky zistil: ,,Vsetko skumanie je porovndavanim, lebo pouziva pomer ako
prostriedok... Cislo je vyrazom jednoty.. Pocet (Cislo) znamend  pomer. Pomer je myslienkova
konstrukcia... Cislo je zdklad vsetkych veci chapanych myslenim... K poznaniu boZskych veci je ndm
otvorena iba cesta prostrednictvom symbolov... Matematika nam najviac pomdha pri pochopeni rozlicnych
bozskych veci.” Kuzansky pontikol uz vo svojej dobe systémové a Strukturalne myslenie, v ktorom sa
poznavané entity premienaju vo vzajomnych vizbach. Celok v jednote mnohosti spaja aj protiklady.
Filozoficky si vSimol problém aktudlneho nekonecna, dialektiku spojitého a diskrétneho, jednoty
a mnohosti, moznosti a uskutoCnenia, bytia i nebytia. VytuSil zhodu protiv vo vys$Som pohlade,
v najvysSom existujucom byti. V praci O uclenej nevedomosti (De docta ignorantia, 1439-1440) si
uvedomil, ze nasa principidlna neschopnost’ uplného poznania (,, Intelekt, ktory nie je pravdou, nikdy
nepochopi pravdu tak presne, Ze by postupom do nekonecna nemohla byt pochopend presnejsie. )
je zékladom l'udskej uc¢enej nevedomosti o podstate sveta.

Luca Pacioli

Jednou z prvych tlaéenych matematickych knih vobec, s charakterom encyklopédie matematickych
vedomosti svojej doby, bola z roku 1494 Suma znalosti z aritmetiky, geometrie, pomerov a umernosti,
napisana po taliansky, rozdelend do piatich asti {aritmetika, zememeracstvo, kupecké pocty (3 Casti)}.
Autor Luca Pacioli tu nazyva algebru vys$$§im umenim a kladie ju do zakladov kazdého pocitania.
Zaviedol aj ozna¢enie znamienok plus 7 a minus 772 , nezndmu oznacoval co, jej druht mocninu ce, tretiu
mocninu cu. Odmocninu oznacoval pismenom R (z latinského radix — koren). Bez dokazu vyslovil pravidla
o ndsobeni zapornych Cisel. Popisal aj pravidla pre operacie s druhymi odmocninami, vedel dokazat,

7e /10 ++4/40 = ~/90 . Zaujimavé je urcite aj to, Ze na uréenie odmocniny pouZival postupné priblizné

N _ 2
vyjadrenia zo vztahu VN = p +2—p, kde p je ziskand pribliznd hodnota a N dané Cislo.
Spominana Suma sa stala prvou zékladnou matematickou pracou v 15. storo¢i.

2 7 8 3 Mozno aj dnes zaujme spOsob, akym Luca
Pacioli nasobil ,po Stvorcoch“. Z uvedeného
0 5 2 1 2 4 0 9| 3 obrazku by ste na to mohli prist. V tom ¢ase vedel
Pacioli nasobit’ aspoi 6smimi spdsobmi. Zasluhu
0 1 1 0 si ziskal aj tym, ze rozsiril dne$ny spdsob delenia
9 4 4 6 6 2 viaccifernych cisel. Neskor zostavil aj zbierku
zaujimavych uloh ,pre bystré hlavy“. Velmi
0 ° 3 1 znamym sa stalo jeho prehlasenie: Zlato sa skuiSa

0 8 8 2 2 4 ohiiom a talent matematikou.

1 6 9 2
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Luca Pacioli (asi 1445 — 1514), mnich frantiSkanskej reholy, profesor matematiky vo Florencii,
Rime, Neapoli i v Benatkach a ucitel’ i priatel' Leonarda da Vinci vyjadril uzas
nad ,,zlatym rezom* (rozdelenie usetky na dve &asti tak, 7e pomer dizky
povodnej usecky k vicsej Casti je rovnaky ako pomer dizky vidsej casti
k mensej ) az tridsiatimi pridavnymi menami. Tento pomer nesie aj oznacenie
divina proportio — bozsky pomer. Vydal o fiom pojednanie (r. 1509)
s ilustraciami Leonarda da Vinci. ,,Zlaty rez posobi na nas podstatne zvlastne,
nepopisatel’ne,.... najdostojnejsie.

Bonaventura Cavalieri

Taliansky matematik Bonaventura Cavalieri (asi 1598 — 27. 9. 1647) si predstavoval teleso ako stibor
uzkych rovnobeznych ,,nedelitelnych* rovinnych rezov. Podobne mézeme chapat rovinny ttvar ako subor
nekone¢ného poctu nekoneéne tenkych rovnobeznych uz dalej ,nedelitelnych® useciek. Potom
Cavalieriho princip v rovinnom vydani, moze zniet: Nech su dané dva rovinné utvary 4, B a priamka p
tak, 7e kazda rovnobezka g rovnobezna sp pretina Gtvary A4, B v Gsetkach, ktorych pomer dizok je
konstantny (rovnajlici sa konstante ¢). Potom aj pomer obsahov tychto rovinnych tvarov 4, B je rovnaky
(rovny konstante c¢). Cavalieriho princip ndm pomaha pri urcovani plosnych obsahov rovinnych utvarov
a objemov telies porovnavanim ich rovnobeznych rezov s rovnakymi rezmi ploch a telies, ktorych obsah ¢i
objem uz pozname.

Francesco Bonaventura Cavalieri, nickedy tiez Cavalerio, ziskal dobré humanitné vzdelanie.
Pitnastro¢ny vstupil do radu kolombinov. Velmi dobre ovladal
grécky i latinsky jazyk. Prestudoval diela mnohych antickych autorov,
medzi nimi i prace od Archimeda, Apollonia, Pappa a dalsich.
Po prichode do klastora v Pise (1616) sa stal oblibenym Ziakom
matematika a astronoma Castelliho. Tam spoznal aj Galilea Galileiho,
ktory ocenil jeho matematické vedomosti. Cavalieri uz vtedy
dokazoval niektoré Archimedove tvrdenia novym spdsobom.
Vysvetloval vznik priamky pohybom bodu, vznik roviny pohybom
priamky, napr. knihu, vnimani ako teleso si predstavoval ako
zlozeninu  rovnobeznych listov. Cavalieri skladal plochy
z ,nedelitelnych® useciek, telesa z ,,nedelitelnych® rovin. Okolo roku
1620 zdokonalil zaklady tejto svojej metody. Vo svojich odbornych
pracach rozvinul myslienky, ktoré viedli k vzniku infinitezimalneho
poctu. Jeho Geometria indivisibilium continuorum quadam ratione
promota (1635) podnietila mnohych matematikov k studiu problémov
dnesného diferencialneho a integralneho poctu.

=

LA

Cavalieri vydal aj knihu o uplatneni logaritmov v astronomickych vypoctoch (1632) a zbierku uloh
o pouzivani logaritmov vrdznych oblastiach vtedajsej nduky (1639). Studoval savislosti medzi
geometrickou optikou a tedriou kuzeloseciek. Vydal aj spis o trigonometrii (1643) a cely rad dalSich
pojednani. V roku jeho umrtia vysla publikacia ,,Sest etiid o geometrii“, kde rozvinul a doplnil svoje
predstavy ,,metddy nedelitelnych“ (bod je nedelitelny pre Ciaru, Ciara je nedelite'na pre rovinu, rovina je
nedelitel'na pre teleso; nedelitelné je schopné vytvarat pohybom kontinuum priestoru o jeden rozmer
véacSieho; porovnavanie nedelitelnych je uZzitocné) pre postupy na urcovanie obsahov a objemov.
Bonaventura Cavalieri predurcil cestu k uzito¢énému integralnemu poctu.

Cavalieriho princip (Dve telesa rovnakej vysky maju rovnaky objem, ak ich rovinné rezy v rovnakej
vyske maju vzdy rovnako velki plochu. Este vSeobecnejSie: Ak pre dve telesa existuje taka rovina, ze kazda
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s niou rovnobeznd rovina pretina tieto telesda v utvaroch s rovnakym obsahom, tak objemy tychto telies
sa rovnaju.) zostane trvalou spomienkou ako priklad toho, Ze aj pojmy zo zaciatku nepresné a nejasné
modzu v priebehu d’alsicho vyvoja vedy viest’ niekedy k spravnym a uzitoénym poznatkom. V si¢asnom

a n+1
. . a
vyjadreni moéZzeme uznat, ze Cavalieri vedel dokazat tvrdenie Ix” dx = 7
n+
0

pren=2,3,..9 a tusil, ze to plati pre kazdé prirodzené n. Napriek tomu, ze v jeho metédach neboli
vSetky pojmy a uvahy Uplne jasné a presné, aj tak polozil hlboké zaklady prace s nekone¢ne malymi
veli¢inami a podstatne ovplyvnil d’al§i rozvoj matematickych disciplin. Vyznamny taliansky matematik
a fyzik E. Torricelli (1608 — 1647) ocenil Cavalieriho vedecké vysledky slovami: ,,Novad teoria
nedelitelnych je v rukach ucencov ako zazrak vedy a ukdazala svetu, ze vek Archimeda a Euklida bol iba
mladymi rokmi pre nasu zrelu geometriu... Je nespochybnitelné, ze Cavalieriho geometria je udivujucim
prostriedkom na efektivne hladanie matematickych tvrdeni. Je to urcite kralovska cesta v hustine
matematického trnia.

Zaver

Uz od doéb stredovekych univerzit sleduje I'udské poznavanie prehlbujuci sa jednotny princip na pozadi
pestrosti foriem a javov, ktoré vnimame zmyslami a spracivame tvorivym duchom. Nasa moderna doba
prinasa dostatok argumentov pre uzas nad harmoniou prirodovedného systému, ktory spractivame nasim
myslienkovym modelovanim, kde ma nezastupitel'nii ilohu prave matematika.
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Summary

FOR THE DEVELOPMENT OF MATHEMATICS,
ALSO IN SERVICE OF RELIGION

The history of evolution of mathematical cognition should have been an inseparable part of
mathematical education.
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The contribution deals with benefits and problems, which can occur in realization of some secondary
school tasks of planimetry in Cabri geometry II.
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transformation

Uvod

V rieSeni planimetrickych tloh spravidla skiimame vlastnosti geometrickych utvarov, zistujeme
a vySetrujeme vzajomné logické vztahy medzi objektmi vstupujucimi do konstrukcie, vyhladavame
vzajomné suvislosti, resp. nadvéznosti a vyvodzujeme zavery, ktoré v kone¢nom ddsledku vyustia do
konstrukénej realizacie ulohy, dokazu a diskusie. V tomto zmysle mézeme hovorit’ o ,,investigativnej*
geometrii (z angl. investigate = preskumat, vySetrovat, vyhladavat, zistit, skumat), v ktorej sa snazime
rieSit Glohu ¢o najvSeobecnejsie, preskumavat vsetky konfiguraéné rozloZenia urcujucich utvarov
vplyvajice na pocet a polohu rieseni tlohy. Cabri geometria spravidla dokdze okamzite reagovat’ na nase
poziadavky a vzdy aktualizovat’ vyslednu konstrukciu zmenou zavislych utvarov od vstupnych urcujicich
prvkov a ich atributov. Konstrukcia vytvorena v Cabri umoziuje aj vysSetrovanie hrani¢nych a Specialnych
pripadov, ¢im doddva do vyuCovania prvky experimentatorstva, objavitel'stva, zazitkovosti, zvedavosti,
zaujimavosti az napokon dramati¢nosti a urCitého napétia. Napriek uvedenym vyhoddm su v Cabri
geometrii isté uskalia, ktorych neocakévany vyskyt moze sposobit’ uzivatel'ovi neprijemnosti.

Uloha a jej matematizicia

Dany je Stvorec ABCD a jeho vnutorny bod M. Zostrojte vsetky rovnostranné trojuholniky KLM, ktoré
maju vrcholy K, L na hranici Stvorca.

Zadanie patri k tradiénym konstrukénym tloham rovinnej geometrie a jej matematické rieSenie je
zalozené na otoceni. Ide o transformaciu daného Stvorca ABCD na Stvorec A'B’C'D” aplikaciou otocenia

R(M, 60°) v kladnom aj zapornom zmysle. Hladany bod K, resp. L je lokalizovany na priese¢nikoch hranic
Stvorcov ABCD a A'B'C’D’. Zavere¢né doplnenie na rovnostranny trojuholnik KLM je trivialne.

Realizacia v Cabri

Zostrojenie Stvorca ABCD, bodu M a aplikacia transformacného zobrazenia R(M, 60°) na dany Stvorec
ABCD je v Cabri pomerne jednoduché a l'ahko zvladnutelné. Pre prehladnost’ uskutoénime konstrukciu
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len v jednom smere (proti smeru chodu hodinovych ruci¢iek). Skutocnost’, ze stvorce ABCD a A'B'C'D’
mozu mat’ rézny pocet spolo¢nych priesecnikov je pre realizaciu rieSenia v geometrickom systéme Cabri
zasadnou.

Ak za¢neme konstrukciu implementovat’ tak, ako sme zvyknuti na papieri, alebo na tabuli, t. j.
konkrétne na fixovanych a stabilizovanych uréujucich utvaroch, tak pri zmene polohy tychto utvarov sa
d’alsie rieSenia nemusia ukazat, resp. aj tie ktoré boli povodne zostrojené mézu byt’ chybné. Neskuseny
uzivatel’ moze vytvorit’ konstrukciu (Obr. 1), ktord na prvy pohl'ad spiia vetky podmienky ulohy, avsak
po zmene polohy daného bodu M (Obr. 2) sa zdanlivo spravne rieSenia uplne rozpadnu. Niektoré
trojuholniky KLM nevyhovuji stanovenym podmienkam tlohy (napr. K,L;M, Obr. 2), pripadne niektoré
sa vobec nezobrazia, hoci evidentne existuju aj d’alSie priesecniky Stvorcov ABCD a A'B'C’'D’, a teda mali
byt zobrazené aj dalSie trojuholniky typu KLM. V tomto pripade sa nedd vyuzit interaktivita Cabri
geometrie a Uloha je vyrieSena len pre jednu konkrétnu situdciu. To znamend, ze sa potlacila zasadna
prednost’ Cabri geometrie a popisané rieSenie sa ni¢im nelisi od tradi¢ného riesenia na tabuli.

B K3 /i_3 B
-,
Obr. 1: Nevhodna vychodiskova poloha uréujucich Obr. 2: Vysledok po zmene polohy bodu M, ak je
utvarov pri realizacii konstrukcie v Cabri. konstrukcia nespravne implementovana.

Kazdu konstrukénti ulohu v Cabri treba riesit’ ¢o najvseobecnejsie. V nasej ilohe moze mat’ §tvorec ABCD
s otoCenym §tvorcom A’B’C’D‘ najviac osem spoloénych priesecnikov ateda treba nasimulovat tato
situaciu a vyznacit’ vSetky vzniknuté riesenia (Obr. 3). Naslednym pohybom bodu M sa rieSenia aktualizuji
(niektoré ,,vypadnu‘), pretoze sa stratia spolo¢né priesecniky (Obr. 4). Takto m6zeme konfrontovat’ vSetky
ziacke rieSenia a uskutoc¢nit’ diskusiu vzhl'adom na r6zne polohy danych utvarov.

Je vel'mi dolezité zvolit’ si zadanie uréujucich prvkov vhodne. V uvedenom kontexte staci mala chybicka
v realizacii konS$trukcii v Cabri geometrii a mézeme byt svedkami nemilého prekvapenia pri zmene
polohy niektorého z uréujucich prvkov ulohy.

Problém priesecnikov

Pri pouzivani Cabri geometrie sa mozu objavit’ aj nedostatky, ktoré nie st spdsobené neskusenostou
uzivatela. Napriek maximalnej snahe riesit’ tlohu vSeobecne sa po experimentovani so zakladnymi
prvkami rieSenej Glohy vyskytlo také rozlozenie uréujucich prvkov, pri ktorom sa opét’ nezobrazilo jedno
rieSenie ( Obr. 5). Viditelne existuju dva priesecniky hranic $tvorcov ABCD a A'B'C'D’, pri¢om je
zostrojeny len jeden rovnostranny trojuholnik K¢L¢M. Pri implementéacii nasho rieSenia sme definovali
maximalny pocet priesecnikov, ktoré moézu hranice Stvorcov ABCD a A'B'C'D” mat. Ako je mozné, ze
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sa objavil priesecnik, ktory akoby nebol definovany, nema priradené pomenovanie K; a nezobrazil
sa prislusny rovnostranny trojuholnik?
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Obr. 3: Spravne realizovana konstrukcia v Cabri. Obr. 4: Aj po zmene polohy bodu M dostavame spravne

rieSenia.
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Obr. 5: Problém existencie priesecnika useCiek AB Obr. 6: Bod K; je definovanym priese¢nikom useciek
aC’D". ABaA'D’.

Pri hl'adani odpovede na polozentl otazku sa vratime k realizacii konstrukcie. Jednotlivé body K; st
konstruované vyberom atributu ,prieseénik®, avSak Cabri neoboznamuje uzivatela otom, ¢i ide
o prieseCnik hranic Stvorcov, alebo priesecnik niektorych useCiek. Ak by dokazala Cabri geometria
pracovat’ so stvorcom ABCD ako s celkom (v programatorskej terminologii s objektom), potom by vedela
rozlisit’ a vyznacit’ aj ,,strateny* priesecnik na ( Obr. 5). Systém zrejme vyznacuje prieseéniky useciek.

Napriklad bod Kj je priesecnikom usecky AB a A'D’, bod K4 je spoloénym bodom tusecick AB a A'B’
(Obr. 3). Iné priesecniky hranic $tvorcov ABCD a A'B’C'D’ v zobrazenom rozloZeni neexistuji. Po zmene
polohy bodu M sa meni aj poloha priese¢nikov Kj, Ky, (Obr. 4), pricom moézu aj zaniknit. V rozloZeni
na ( Obr. 5) vznikol priesecnik tseCieck AB a C'D’, ktory nebol explicitne ureny. Preto nie je ani
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pomenovany a de facto pre Cabri neexistuje. Po malej zmene polohy bodu M (Obr. 6) sa aktualizuje
priesecnik K; tseCiek AB a A'D’". Situacie rovnakého druhu sa daji nasimulovat’ na kazdej strane $tvorca
ABCD (napr. Obr. 7). Problém je mozné riesit’ dodatoénym pomenovanim novo-vzniknutych priese¢nikov
K a doplnenim kompletného rieSenia K;L,M. Bezny uzivatel’ Cabri geometrie neoakava vyskyt problému
tohto druhu, a tak mdze byt sklamany pri predvadzani svojej konstrukcie a nahodnom zobrazeni situacie,
v ktorej sa niektoré rieSenia neukazu.

Jadro problému zrejme spociva vtom, ze Cabri geometria vo svojej podstate pracuje na zaklade
analytického vyjadrenia zakladnych geometrickych ttvarov a vztahov. Implementovany Stvorec nechépe
ako samostatny celistvy objekt, ale rozkladé ho na $tyri samostatné, analyticky jednoznacne urcené tsecky.
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Obr. 7: Chybajuce rieSenie.

Pri vyucovani skolskej geometrie, podla M. Hejného, treba mat’ na zreteli tri hladiska: obsahové,
metodické a psychologické (Hejny, 1990, s. 324). Cabri geometria mdze prispiet pri Cinnostiach
z metodického hladiska, akymi s experimentovanie, tvorba a preverovanie hypotéz. Z psychologického
hl'adiska podporuje predstavivost, tvorivost' anepriamo aj schopnost’ argumentovat’ a abstrahovat.
Na strednej Skole pri rieSeni konstrukénych uloh je potrebné dbat’ nielen na intuiciou najdent konstrukciu,
ale aj na zapis, dokaz a diskusiu ako organick(l sucast’ rieSenia, ktora napomaha rozvoju upresnovania
pojmov, myslenia a vyjadrovania. Na vy§§om stupni rozvoja geometrického myslenia ziakov a pri napliani
dalsich vyucovacich cielov, ktorymi su hlbsie pochopenie vztahov a suvislosti, méze Cabri geometria
odburanim opakovaného manudlneho rysovania byt efektivnym vyufovacim prostriedkom a moze
pozitivne ovplyviiovat’ schopnost’ uceleného pohl'adu na rieSenie konstrukénych uloh.
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Summary
POSSIBLE PROBLEMS OF CABRI GEOMETRY II
Cabri geometry is determined by its characteristics, which can effective teaching of planimetry in

secondary school maths. Some problems can occur while implementing construction tasks. The problem
affect the number of solutions and their projections.
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