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Slovo na uvod

Kombinatorika, pravdepodobnost’ a Statistika si neoddelite'nou sti¢astou matematiky.
Svoje miesto maji vo vyucovani na vsetkych stupnioch §kol, vratane primarneho vzdelavania.
Prec¢o? Odpoved sme si pozicali od Scholtzovej a od Kaputa.

Podla Scholtzovej, ,,v prvom rade je to atraktivnost kombinatoriky. Mnoho
problémovych situacii méze byt zaujimavych pre ziakov a zarovein sa im poskytuje moznost’
sktimania a objavovania. Po druhé: daji sa v nej ndjst’ aktivity vhodné pre vybornych ziakov,
ale aj také, ktoré su primerané pre ziakov nie vel'mi tispesnych v matematike.*

Kaput uvadza nasledujice dovody pre zaradenie elementarnej kombinatoriky do
vyucby na Skoléch:

1. Nakolko pri rieSeni uloh z elementdrnej kombinatoriky nepotrebujeme vysSiu
matematiku, obsahuje vhodné problémy pre rézne ro¢niky. So ziakmi mozno diskutovat aj o
narocnejsich problémoch, ¢im ziaci objavia potrebu d’alej sa vzdelavat’ v matematike.

2. Kombinatorické tlohy mozno pouzit, aby sme Ziakov naucili vymenovavat,, tvorit’
hypotézy, zovSeobecniovat a systematicky mysliet. Mdzu pomdct’ pri vytvarani réznych
pojmov, ako ekvivalencia, usporiadanie, funkcia, atd’.

3. Ziakom mozno ukazat’ aplikacie kombinatoriky v roznych oblastiach.

Inovovany Statny vzdelavaci program pre primarne vzdeldvanie urcuje aj vzdelavaci
Standard ucebného predmetu matematika. Podl'a tohto dokumentu treba ,,vytvarat moznosti
na tie kognitivne Cinnosti ziakov, ktoré operujii s pojmami, akymi st hladanie, patranie,
sktimanie, objavovanie, lebo v nich spociva zakladny predpoklad poznadvania a porozumenia.
Kombinatorika je jednou z tém vo vyucovani matematiky, ktora je na to vel'mi vhodna.

Podl'a inovovaného Stitneho vzdelavacieho programu ma Ziak prvého roc¢nika
zakladnej skoly ,,identifikovat’ jednoduché pravidlo vytvorenia danej postupnosti; doplnit’ do
postupnosti niekol’ko chybajicich znakov, symbolov, ¢isel, obrazkov; néjst’ niekol’ko r6znych
sposobov usporiadania predmetov, znakov, symbolov.“ Ziak druhého ro¢nika ma ,,vytvorit
systém pri hl'adani a zapisovani spdsobov usporiadania dvoch (troch) predmetov, znakov,
symbolov; najst’ vsetky rozne spdsoby usporiadania dvoch (troch) predmetov, znakov,
symbolov; uré¢it’ pofet moznosti usporiadania dvoch (troch) predmetov, znakov, symbolov;
zozbierat’, zoskupit, zaznamenat’ udaje réznymi spdsobmi; vytvorit jednoducht tabulku a
orientovat’ sa v nej; doplnit’ chybajuce ¢isla (znaky) podla logického usporiadania (sudoku,
magické §tvorce); najst’ niekol’ko spdsobov zaplatenia danej sumy*. Ziak treticho roénika ma

,rozlisit' istu udalost, moznu udalost, nemoznu udalost’; vytvorit' systém pri hl'adani a
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zapisovani roznych dvojcifernych (trojcifernych, Stvorcifernych) cisel zlozenych z danych
Cislic (Cislice sa mozu aj opakovat); vytvorit’ rozne dvojciferné (trojciferné, Stvorciferné) ¢isla
z mnoziny Cislic (¢islice sa moézu aj opakovat’); vyriesit' slovné ulohy s kombinatorickou
motivaciou; zozbierat, zoskupit, zaznamenat udaje réznymi spésobmi; z danych udajov
vytvorit’ prehl'adni tabulku; doplnit’ do tabulky chybajuce udaje, opisat casti tabulky,
orientovat’ sa v tabul'ke; vyuzivat' tabulku ako nastroj na rieSenie uloh; orientovat sa v
stipcovom grafe; dokreslit’ chybajuce tdaje do stipcového grafu; vyriesit aplikaéné ulohy
stvisiace s orientaciou v tabulke alebo stipcovom grafe“. Podobne formulované ciele su aj
pre ziaka Stvrtého ro¢nika.

Aby ucitel na prvom stupni zdkladnej Skoly zvladdol naplnit' takto formulované
vzdeldvacie ciele, je nutné, aby nadobudol poznatky z kombinatoriky, zakladov
pravdepodobnosti a opisnej $tatistiky. Samozrejme, nie je postacujice, aby ovladal iba to, ¢o
predpisuje Statny vzdeldvaci program pre primarne vzdelavanie. Je potrebné, aby mal
nadhl’ad, ktory mu umozni zvolit’ vhodné metddy tak, aby efektivne naplnil vyssSie uvedené
vzdelavacie ciele.

Tento ucebny text je uréeny predovSetkym posluchacom bakalarskeho Stidia
predskolskej a elementarnej pedagogiky. VacsSina z nich pokracuje magisterskym Studiom
v odbore ucitel'stvo pre primarne vzdeldvanie andsledne vo svojej pedagogickej praxi
vyucuje aj matematiku. Treba si uvedomit, ze ich Stidium ma pomerne Siroky zaber.
Nemozno teda predpokladat’, ze vSetci Studenti prichddzaju so vstupnymi vedomostami na
urovni absolventa maturitnej skusSky z matematiky. Tomu je prispésobeny aj vyber ucebnej
latky v tomto ucebnom texte a spdsob jej podania.

Predkladany ucebny text je primarne urCeny k predmetu Kombinatorika a praca
s tdajmi na Pedagogickej fakulte Trnavskej univerzity. Cielom predmetu je ,,naucit’ Studenta
pri rieSeni Uloh z kombinatoriky a elementarnej pravdepodobnosti pouzivat zékladné
algoritmy a sposoby riesenia kombinatorickych uloh. Student nadobudne potrebné vedomosti
z opisnej Statistiky potrebné pre efektivnu pracu s udajmi vo forme tabuliek a grafov.*

Je vSeobecne zname, Ze matematiku sa nemozno uéit’ ¢itanim si textov stale dookola.
Podl'a Hejného, Novotnej a Stehlikovej by pre rieSenie problému mala byt charakteristicka
aktivita a intenzita prace ziakov. Takto nadobudnuté poznatky su hlbsie a trvalejSie a ziaci si
Iahko vybavuji postupy pri rieSeni podobnych uloh. ZvySuje sa tak uspeSnost’ a ziaci
zazivaju prijemné pocity, ktoré maju vplyv na ich motivaciu. Ako uvéadza Beranek,

poznatky, na ktoré pridu Studenti sami vlastnou aktivnou ¢innostou, maju trvaly charakter.



Zaroven pri objaveni vlastnej hypotézy a jej naslednom dokaze pocit'uju radost’ z tispechu a

su motivovani k hl'adaniu a rieSeniu podobnych problémov.

Nasou snahou teda je, aby Studenti pri préaci s predkladanym ucebnym textom

samostatne pracovali, tvorivo mysleli, samostatne hl'adali rieSenia tiloh. Preto sme ako sucast’

ucebnych textov pouzili aj viac ako 70 interaktivnych tloh, na ktorych si Studenti mézu

precviCit ziskané vedomosti a aktivne riesit’ ulohy. Verime, ze zaradenie tychto aplikacii

zefektivni vzdelavaci proces a prispeje K uspeSnému dosiahnutiu vzdelavacich ciel'ov

predmetu Kombinatorika a praca s tidajmi.

9.

10.
11.
12.
13.

Vyucbové ciele predlozeného uc¢ebného textu su:

Student vie urdit' rieSenie kombinatorickej ulohy systematickym vypisovanim
moznosti.

Student vie pri rieSeni kombinatorickych tloh pouzit’ pravidlo stiétu.

Student vie pri rie$eni kombinatorickych Gloh pouZit’ pravidlo stéinu.

Student vie rozpoznat’ rdzne typy kombinatorickych tloh (kombinécie bez opakovania
a s opakovanim, variacie bez opakovania a s opakovanim, permutécie) a dokaze urcit’
vhodny postup na vypocet poctu moznosti.

Student vie rozpoznat isty a nemozny jav.

Student ovlada pojem pravdepodobnosti na urovni absolventa strednej §koly.

Student vie porovnat pravdepodobnosti dvoch javov, & uZ experimentilne alebo
pomocou logického uvazovania.

Student ovlada pojem pocetnost’ a relativna pocetnost’.

Student vie prezentovat’ udaje formou tabulky poéetnosti.

Student vie prezentovat' tidaje pomocou stipcového a kruhového diagramu.

Student vie ¢itat’ Gidaje z tabulky.

Student vie &itat’ Gidaje zo stipcového a kruhového diagramu.

Student ovlada stredné hodnoty a miery variability a vie ich vhodne pouzit' (najmi

aritmeticky priemer).

Uvedené ciele treba zvladnut’ na urovni Specifického transferu.

PredloZeny ucebny text vznikol aj vd’aka podpore grantu KEGA 003UMB-4/2017.

V kazdom texte sa objavia nejaké chyby. Mnohé sme uz odstranili, ale urcite nie

vSetky. Prosime preto Citatelov, aby svoje pripomienky a nazory poslali na adresu

mpokorny@truni.sk.



Na zaver by sme chceli pod’akovat’ recenzentom, prof. RNDr. Pavlovi Hanzelovi, CSc.
a PaedDr. Jane Fialovej, PhD., ktori starostlivo precitali cely ucebny text a svojimi kritickymi

pripomienkami nepochybne prispeli k jeho skvalitneniu.

Autor



1 RieSime ulohy systematickym vypisovanim moznosti

Cielom tejto Kkapitoly je naudit’ Citatel'a, ako moéze rieSit kombinatorické tlohy
systematickym vypisovanim vSetkych moznosti. Pri takomto rieSeni uloh ma vel’ky vyznam
prave vol'ba spravneho systému, ktory rieSitel’ pouziva pri hl'adani vSetkych moznosti, ktoré
vyhovuji zadaniu lohy. Je potrebné zvolit’ si taky systém, ktory minimalizuje riziko, Ze
niektoré spravne moznosti zabudneme, pripadne ze niektoré uvedieme duplicitne.

Pri niektorych ulohach ukdZzeme viacero vhodnych systémov na rieSenie tlohy, aby si

¢itatel’ mohol osvojit’ ten, ktory mu najviac vyhovuje.

Uloha 1.1: Najdite vietky spdsoby, ako mozno pomocou jednoeurovych a dvojeurovych
minci zaplatit’ sumu 10 Eur.

RieSenie:

Systém rieSenia zalozime na tom, ze si budeme vSimat’ pocet pouzitych dvojeurovych minci.
Pri plateni sumy 10 Eur mozno pouzit' 0, 1, 2, 3, 4 alebo 5 dvojeurovych minci.

Ak pouzijeme 5 dvojeurovych minci, jednoeurovi uz Ziadnu nepouzijeme.

Ak pouzijeme 4 dvojeurové mince, potrebujeme este 2 jednoeurové.

Ak pouzijeme 3 dvojeurové mince, potrebujeme este 4 jednoeurové.

Ak pouzijeme 2 dvojeurové mince, potrebujeme este 6 jednoeurovych.

Ak pouzijeme 1 dvojeurovil mincu, potrebujeme este 8 jednoeurovych.

Ak nepouzijeme ziadnu dvojeurovi mincu, potrebujeme este 10 jednoeurovych.
. ; .__;v."_“‘; > = =

ﬁiﬁ -3y <&
fﬁb g@% ﬁ%

Existuje Sest’ sposobov, ako mozZno pomocou jednoeurovych a dvojeurovych minci

zaplatit’ sumu 10 Eur.



Uloha 1.2: Piati kamarati, Adam, Boris, Cyril, Dudan a Emil, hrajd turnaj v stolnom tenise.
Kazdy s kazdym ma odohrat’ jeden zapas. Kol'ko zapasov odohraju? Vypiste ich.
RieSenie 1:

Najskor si vypiseme vSetky Adamove zapasy:

Adam — Boris
Adam — Cyril
Adam — Dusan
Adam — Emil

Teraz si vypiSeme vSetky Borisove zdpasy (Adama uz neuvazujeme):

Boris — Cyril

Boris — Dusan

Boris — Emil

Teraz si vypiSeme vSetky Cyrilove zapasy (Adama ani Borisa uz neuvazujeme):

Cyril — Dusan

Cyril — Emil

Napokon si vypiSeme vSetky Dusanove zapasy (Adama, Borisa ani Cyrila uz neuvazujeme):
Dusan — Emil

Spolu odohraju 10 zapasov.

RieSenie 2:
Najskor si urobime obrazok:

Adam

Emil Boris

Dusan Cyril

V obrazku postupne ¢iarami spajame dvojice chlapcov, az kym nepospdjame vsetkych. Pri

spojeni dvojice si ju vzdy zapiSeme. Dostaneme obrazok:
Ad . .
/ . \ Adam — Boris Adam — Cyril
Adam — Dusan Adam — Emil

Emil BOI"IS Boris — Cyril Boris — Dusan
\ Boris — Emil Cyril — Dusan
Cyril — Emil Dusan - Emil

Dusan Cyrll

V obrazku je spolu 10 ¢iar. Preto chlapci spolu odohrajia 10 zapasov.
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RieSenie 3:

Najskor si urobime tabul’ku:

Adam

Boris

Cyril

Dusan

Emil

Prazdne bunky v tabul'ke predstavuju zapasy.

Zapasy teda su:
Adam — Boris Adam — Cyril Adam — Dusan Adam — Emil
Boris — Cyril Boris — Dusan Boris — Emil
Cyril — Dusan Cyril — Emil
Dusan - Emil

Prazdnych buniek je 10. Preto chlapci spolu odohraji 10 zapasov.

Uloha 1.3: Piati kamarati, Adam, Boris, Cyril, Dusan a Emil, hrajd turnaj v $achu. Kazdy
s kazdym ma odohrat’ jeden zapas raz bielymi a raz ¢iernymi figirami. Kol'’ko zapasov
odohraji? Vypiste ich. (V Sachu zapis Adam — Boris znamend, ze Adam hra s bielymi
figlirami a Boris s ¢iernymi.)

RieSenie 1:

Najskor si vypiSeme vSetky Adamove zapasy bielymi figlirami:

Adam — Boris Adam — Cyril Adam — Dusan Adam — Emil

Teraz si vypiSeme vSetky Borisove zapasy bielymi figlirami:

Boris — Adam Boris — Cyril Boris — Dusan Boris — Emil

Teraz si vypiSeme vSetky Cyrilove zapasy bielymi figiirami:

Cyril — Adam Cyril — Boris Cyril — Dusan Cyril — Emil

Teraz si vypiSeme vSetky DuSanove zapasy bielymi figarami:

Dusan — Adam Dusan — Boris Dusan — Cyril Dusan — Emil
Nakoniec si vypiSeme vSetky Emilove zdpasy bielymi figlirami:

Emil — Adam Emil — Boris Emil — Cyril Emil — Dusan

Spolu odohraju 20 zapasov.
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RieSenie 2:
Najskor si urobime obrazok:

Adam

Emil Boris

Dusan Cyril

V obrazku postupne ¢iarami spajame dvojice chlapcov, az kym nepospajame vsetkych. Pri

spojeni dvojice si vZdy zapiSeme oba zapasy tejto dvojice. Dostaneme obrazok:

/ Adam Adam — Boris, Boris - Adam Adam — Cyril, Cyril — Adam
: \ Adam — Dus$an, Dusan — Adam Adam — Emil, Emil — Adam
Emi

Boris  Boris — Cyril, Cyril — Boris Boris — Dusan, Dusan — Boris
Boris — Emil, Emil — Boris Cyril — Dusan, Dusan — Cyril
Cyril — Emil, Emil — Cyril Dusan — Emil, Emil — Dusan

Dusan Cyril

V obrazku je spolu 10 ¢iar. Kazda predstavuje dva zapasy. Preto chlapci spolu odohrajua 20

Zapasov.

RieSenie 3:

Najskor si urobime tabul’ku:

Adam

Boris

Cyril

Dusan

Emil

Prézdne bunky v tabul'ke predstavuju zapasy.

Zapasy teda su:

Adam — Boris Adam — Cyril Adam — Dusan Adam — Emil
Boris — Adam Boris — Cyril Boris — Dusan Boris — Emil
Cyril — Adam Cyril — Boris Cyril — Dusan Cyril — Emil
Dusan — Adam Dusan — Boris Dusan — Cyril Dusan — Emil
Emil — Adam Emil — Boris Emil — Cyril Emil — Dusan

Prazdnych buniek je 20. Preto chlapci spolu odohrajia 20 zapasov.
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Uloha 1.4: Migka nagla v komore $tyri kusy ovocia: banan, pomarang, jablko a kivi. Na
desiatu si chce vziat’ dva kusy ovocia. Vypiste vetky spdsoby, ako si Miska moze vybrat’ dva
kusy ovocia. Kol’ko ma r6znych moznosti?

RieSenie:

Najprv si uvedomime, ze je Gplne jedno, ¢i si vezme bandn + pomaran¢ alebo pomaran¢ +
banan.

Mame teda rovnaké moznosti rieSenia ako v tlohe 1.2.
MozZnosti su:

banan + pomaran¢  banan + jablko banan + kivi
pomaran¢ + jablko  pomaran¢ + kivi

jablko + Kivi

Miska ma Sest’ roznych moZnosti, ako si mozZe zostavit’

desiatu.

Uloha 1.5: Najdite vietky sposoby, ako mdze na dvoch kockach (modrej a Zltej) padnut’ sticet
osem. Kol'’ko ich je?

RieSenie:

Ak na modrej kocke padne Sestka, potom na zltej musi padnat’ dvojka.

Ak na modrej kocke padne pitka, potom na ZItej musi padnut’ trojka.

Ak na modrej kocke padne Stvorka, potom na zltej musi padnut’ Stvorka.

Ak na modrej kocke padne trojka, potom na zltej musi padnut’ pétka.

Ak na modrej kocke padne dvojka, potom na zltej musi padnut’ Sestka.

Ak na modrej kocke padne jednotka, potom uz sucet osem padniit’ nemdze.

:: » * o -
o * .

.0 ™ o o

. @ e * . e

s 8 P

o o0

o o

Existuje piat’ sposobov, ako méZe na modrej a Zltej kocke padnut’ stiCet osem.
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Uloha 1.6: Janko nasiel na povale tri drevené ¢&islice: jednotku, dvojku a trojku. Vypiste
vsetky trojciferné ¢isla, ktoré z nich vie zostavit. Kol'ko ich je?

RieSenie 1:

Najskor si zapiSeme ¢isla zacinajuce jednotkou.

123, 132

Potom si zapiSeme ¢isla zacinajiice dvojkou.

213, 231

Napokon si zapiSeme ¢isla zacinajiace trojkou.

312, 321

Janko moZe zostavit’ Sest’ r6znych trojcifernych ¢isel.

RieSenie 2:

Situdciu si zobrazime stromovym diagramom.

123 132 213 231 312 171

Na ,,hornom poschodi“ méame uvedené vSetky moznosti pre Cislicu na mieste stoviek. Na
,prostrednom poschodi“ mame uvedené vSetky zvySné moznosti pre cCislicu na mieste
desiatok. Napokon, na ,,dolnom poschodi“ médme uvedeni zvySnii moznost’ pre €islicu na
mieste jednotiek. Cisla vytvorené takymto sposobom st vypisané v dolnej ¢asti obrazka.

Janko moZe zostavit’ Sest’ roznych trojcifernych cisel.

Uloha 1.7: Janko nasiel na povale tri krabice s drevenymi &islicami. V prvej krabici boli
jednotky, v druhej dvojky a v tretej trojky. Vypiste vsetky trojciferné ¢isla, ktoré z nich vie
zostavit. Kol'ko ich je?

RieSenie 1:

Najskor si zapiSeme Cisla zacinajuce jednotkou.
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111,112,113, 121, 122, 123, 131, 132, 133
Potom si zapiSeme ¢isla zacinajiice dvojkou.
211, 212, 213, 221, 222, 223, 231, 232, 233
Napokon si zapiSeme ¢isla zacinajice trojkou.

311, 312, 313, 321, 322, 323, 331, 332, 333

Janko moZe zostavit’ 27 réznych trojcifernych ¢isel.

RieSenie 2:

Zostavime si tabul’ku, kde v kazdom riadku bude jedno ¢islo.

1. cifra

2. cifra

3. cifra

1

1

[HEN

WWWWWWWWIWININININININDINDININFPIFPIFPIFPIP PP

WWWININNFPIFPIRPIWWWININNIRFPIRFRPRPIWWWININN PP

WINFPWINFPWINIFPWINFRPIWINIFPWINIPFPWINIFPWNFPWIN

V tretom stlpci
striedame ¢islice
1,2, 3.

V druhom stipci
striedame ¢islice
1,2, 3, alepo
trojiciach.

V prvom stipci
striedame ¢islice
1,2, 3, alepo
deviticiach.

Janko moZe zostavit’ 27 réznych trojcifernych ¢isel.

Uloha 1.8: Janko nasiel na povale krabicu s dostatoénym po&tom drevenych jednotiek

a patiek. Vypiste vSetky trojciferné ¢isla, ktoré z nich vie zostavit'. Kol'ko ich je?
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RieSenie 1:

Najskor si zapiSeme ¢isla zacinajuce jednotkou.
111, 115, 151, 155

Potom si zapiSeme Cisla za¢inajuce péatkou.
511, 515, 551, 555

Janko moZe zostavit’ 0sem roznych trojcifernych cisel.

RieSenie 2:

Situdciu si zobrazime stromovym diagramom.

111 115 151 155 511 515 551 555

Na kazdom ,,poschodi* mame uvedené obe moznosti pre Cislicu na mieste stoviek, desiatok a
jednotiek. Cisla vytvorené takymto spdsobom st vypisané v dolnej Gasti obrazka.

Janko moZe zostavit’ o0sem roznych trojcifernych cisel.

Napokon si ukdzeme, ze pri rieSeni niektorych tloh nam mdze Sikovna myslienka pomoct’

viac ako systém.

Uloha 1.9: V hlavnej sutazi muZov v tenise vo Wimbledone hra 128 muzov. Najskor sa
rozlosuju do 64 dvojic, pricom do dalsieho kola postupuju vzdy iba vitazi. Takto turnaj
pokracuje, az kym dvaja najuspesnejsi neodohraju findlovy zapas. Kol'ko zapasov odohraju?
RieSenie 1:

V prvom kole sa 128 tenistov rozdeli do 64 dvojic, ktoré odohraju vzdjomné zapasy. Vitazi

postupia do druhého kola, porazeni vypadnil. V prvom kole teda odohraji 64 zapasov.

-15 -



V druhom kole sa 64 tenistov rozdeli do 32 dvojic, ktoré odohraju vzajomné zapasy. Vit'azi
postupia do treticho kola, porazeni vypadnu. V druhom kole teda odohraju 32 zapasov.

V tretom kole sa 32 tenistov rozdeli do 16 dvojic, ktoré odohraji vzajomné zapasy. Vitazi
postupia do osemfindle, porazeni vypadnu. V tretom kole teda odohraji 16 zapasov.

V osemfindle sa 16 tenistov rozdeli do 8 dvojic, ktoré odohraju vzdjomné zapasy. Vitazi
postupia do stvrt'findle, porazeni vypadnu. V osemfindle teda odohraji 8 zapasov.

Vo stvrtfinale sa 8 tenistov rozdeli do 4 dvojic, ktoré odohraji vzajomné zapasy. Vitazi
postupia do semifinale, porazeni vypadnu. Vo Stvrt'findle teda odohraju 4 zapasy.

Vo semifindle sa 4 tenisti rozdelia do 2 dvojic, ktoré odohraju vzdjomné zépasy. Vit'azi
postupia do findle, porazeni vypadnu. V semifinale teda odohraju 2 zapasy.

Nakoniec dvaja najuspesnejsi tenisti odohraju findlovy zapas.

Spolu teda odohrajia 64 + 32 + 16 + 8 + 4 + 2 +1 = 127 zapasov.
RieSenie 2:

V kazdom zapase vypadne zo sut'aze jeden tenista. V sut’azi je 128 tenistov a nakoniec

zostane jeden vitaz, teda 127 ich musi vypadnut’. Preto v sit’azi odohraju 127 zapasov.
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2 Riesime ulohy pravidlom su€inu

Ciel'om tejto kapitoly je naucit’ Citatel'a, ako moze vyuzit’ pravidlo st¢inu na urcenie
po&tu moznosti v kombinatorickej tlohe. Citatel’ sa taktieZ nauéi rozpoznat® tilohy, v ktorych
je efektivne pouzit’ pravidlo sucinu.

Pri niektorych tlohach si naviac tieto moznosti aj vypiSeme.

Vysvetlenie 2.1
Pravidlo su¢inu nam vravi, ze ak mame dve mnoziny objektov A a B, pricom v prvej mnozine
je a prvkov a v druhej je b prvkov, potom pocet vSetkych usporiadanych dvojic, ktorych prva

zlozka je z mnoziny A a druha z mnoziny B, je a.b.

Ilustraciu tohto pravidla vidime na obrazku. A={%,¢,v.4} B={, 8 L0}

Mnozina A ma Styri prvky a mnozina B ma tri = = ]

[#.0] | [+, 2] [+.EH]
[.0<0] | [¢. 8] ][+, 0]
[v.B] | [v. 2] | [v.LH]
[4,B0] | [4,8] ] [4,L)]

prvky. Preto pocet vSetkych usporiadanych

dvojic, ktorych prva zlozka je 2z mnoziny

> X ||

A a druha z mnoziny B, je 4.3=12.

Uloha 2.1: Janka ma pre babiku tri tri¢ka (Servené, modré a biele) a styri suknicky (ZIta,
zelenll, modrt a fialovll). Kol’kymi r6znymi sp6sobmi mdze babiku obliect’?

RieSenie:

Pretoze Janka oblieka babike vzdy jedno tricko a jednu
suknicku, tvorime usporiadané dvojice [tricko,suknicka].

Pretoze trickd mame tri asukni¢ky Styri, je podla
pravidla sucinu celkovy pocet takychto usporiadanych §

dvojic 3.4, teda 12.

Janka moZe obliect’ babiku 12 réznymi spoésobmi.

Vidime ich na obrazku.

ii
22
i3

54 e e
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Uloha 2.2: Trieda 7.A, v ktorej je 12 chlapcov a 10 diev&at, vyhrala za zber papiera dva listky
do kina. Rozhodli sa, Ze vyzrebuju spomedzi seba jedného chlapca a jedno dievca, ktori spolu
po6jdu do kina. Kolkymi spdsobmi méze dopadnut’ Zrebovanie?

RieSenie:

Pri Zrebovani vyberieme jedného chlapca a jedno dievca. Tvorime teda usporiadané dvojice
[chlapec, dievc¢a]. Pretoze chlapcov je 12 a dievcat 10, je podla pravidla sucinu celkovy pocet
takychto usporiadanych dvojic 12.10, teda 120.

Zrebovanie mdZe dopadnut’ 120 réznymi spésobmi.

Presved¢ime sa, ze vysledok je spravny. Chlapcov si ozna¢ime A, B, C, D, E, F, G, H, L J, K,

L. Dievcata si ozna¢ime M, N, O, P, R, S, T, U, V, Z. Mozné vyzrebované dvojice su:

A+M A+N A+O A+P A+R A+S A+T A+U A+V A+Z

B+M B+N B+O B+P B+R B+S B+T B+U B+V B+Z

C+M C+N C+0 C+P C+R C+S C+T C+U C+V C+Z

D+M D+N D+O D+P D+R D+S D+T D+U D+V D+Z

E+M E+N E+O E+P E+R E+S E+T E+U E+V E+Z

FtM | F+N | F+O | F+P | F+R | F+S | F+T | F+U | F+V | F+Z

G+M | G+N G+0O G+P G+R G+S G+T G+U G+V G+Z

HtM | H¥N | H+O | H+P | H+R | H+S | H+T | H+U | H+V | H+Z

I+M I+N 1+O I+P I+R 1+S I+T +U I+V +Z

J+M J+N J+O J+P J+R J+S J+T J+U J+V J+Z

K+M K+N K+O K+P K+R K+S K+T K+U K+V K+Z

L+M L+N L+O L+P L+R L+S L+T L+U L+V L+Z

Ked'ze su umiestnené v tabul’ke s 12 riadkami a 10 stipcami, je ich skutoéne 120.
Vidime, Ze v tomto pripade je metdda vypisania vSetkych moznosti vel'mi pracna, nakolko

ich je pomerne vel'a. Teda pouzitie pravidla sucinu je v tomto pripade vel'mi efektivne.

Uloha 2.3: Janko nasiel na povale krabicu s drevenymi Cislicami 1, 2, 3, 4 a 5. Z kazdej
Cislice je tam dostatocne vel'a kusov. Kol'ko r6znych dvojcifernych ¢isel moze z tychto Eislic
zostavit'?

RieSenie:

Janko potrebuje zostavit' dvojciferné cCislo. Potrebuje vybrat' nejaka cislicu na jeho prvé
miesto a nejakd na jeho druhé miesto. Pretoze ma 5 moznosti, ktoru ¢islicu da na prvé miesto
a taktiez 5 moznosti, ktort ¢islicu da na druhé miesto, je podl'a pravidla su¢inu celkovy pocet
takto vytvorenych cisel 5.5, teda 25.

Janko moZe zostavit’ 25 roznych dvojcifernych cisel.
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Schematicky si to budeme zapisovat’ nasledovne:

1. éislica 2. cislica

S moinosti| « |5 moinosti] == 25 moinost

12,345 12,345
Vypisanim cisel sa presved¢ime, ze nas vypocet je spravny.
Vytvorené Cisla su:

11,12, 13,14, 15
21, 22, 23, 24, 25
31, 32,33,34,35
41,42, 43, 44, 45
51, 52, 53, 54, 55

Vysvetlenie 2:

Pravidlo st¢inu si m6zme zovSeobecnit’ aj na vytvaranie usporiadanych trojic, Stvoric, ...

Pravidlo su¢inu nam vravi, Ze ak mame tri mnoziny objektov A, B, C, pricom v prvej mnozine
je a prvkov, v druhej je b prvkov a v tretej je ¢ prvkov, potom pocet vSetkych usporiadanych

trojic, ktorych prva zlozka je z mnoziny A, druha z mnoziny B a tretia z mnoziny C je a.b.c.

Podobne, pravidlo suc¢inu nam vravi, Ze ak mame S$tyri mnoziny objektov A, B, C, D, pri¢om
Vv prvej mnozine je a prvkov, v druhej je b prvkov, v tretej je ¢ prvkov a v Stvrtej je d prvkov,
potom pocet vSetkych usporiadanych Stvoric, ktorych prva zlozka je z mnoziny A, druhd

z mnoziny B, tretia z mnoziny C a §tvrta z mnoziny D je a.b.c.d.

Uloha 2.4: Janka méa pre babiku Sest’ tri¢iek, $tyri suknicky a pit topanodiek. Kolkymi
réznymi spdsobmi moze babiku obliect™?

RieSenie:

PretoZe Janka oblieka babike vZdy jedno tricko, jednu suknicku a obtva jedny topanocky,
tvorime usporiadané trojice [tricko,suknicka,topanocky]. Pretoze tri¢iek mame Sest’, suknicky
Styri a topanociek péat’, je podl'a pravidla sucinu celkovy pocet takychto usporiadanych trojic
6.4.5, teda 120.

Janka moZe obliect’ babiku 120 r6znymi spésobmi.
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V tomto pripade je metdda vypisania vSetkych moznosti vel'mi pracna, nakolko ich je

pomerne vela. Preto v tejto a v nasledujucich ulohach preferujeme pouzitie pravidla sucinu.

Uloha 2.5: Kolko existuje réznych parnych trojcifernych &isel?

RieSenie:

Kazdé trojciferné ¢islo je vlastne usporiadand trojica Cislic. Pri rieSeni lohy si teda treba
uvedomit, kol’ko madm moznosti pre vyber prvej Cislice, kol’ko pre vyber druhej Cislice
a kol’ko pre vyber tretej Cislice.

Prva ¢&islicu vyberam z Cislic 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, teda mam 9 moZnosti.

Druht ¢islicu vyberam z ¢islic 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, teda mam 10 moZnosti.

Tretiu Cislicu vyberam z Cislic 0, 2, 4, 6, 8 (lebo ¢islo musi byt’ parne), teda mam S moZnosti.
Podla pravidla su¢inu celkovy pocet takychto trojcifernych ¢isel je 9.10.5, teda 450.

Schematicky zapis:

1. éislica 2. fislica 3, tislica
" } 10 v }
9moinosti| = " | = |5 momosti] = 450 mosmosti
momosti
1,234.5, 01234, 0,24,6,8
6,739 5,6,7,8,9

Uloha 2.6: Kol'ko existuje §tvorcifernych &isel, ktorych zapis neobsahuje &islicu 32

RieSenie:

Kazdé Stvorciferné ¢islo je vlastne usporiadana Stvorica Cislic. Pri rieSeni ulohy si teda treba
uvedomit’, kol’ko mam moZnosti pre vyber prvej Cislice, kol'ko pre vyber druhej ¢islice, kol'ko
pre vyber tretej Cislice a kol’ko pre vyber Stvrtej Cislice.

Prva ¢Eislicu vyberam z Cislic 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, teda mdm 8 moZnosti.

Druhu Cislicu vyberam z ¢islic 0, 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, teda mam 9 moZnosti.

Tretiu ¢islicu vyberam z €islic 0, 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, teda mam 9 moZnosti.

Stvrta &islicu vyberam z ¢islic 0, 1, 2,4, 5, 6, 7, 8, 9, teda mam 9 moZnosti.

Podl’a pravidla sucinu celkovy pocet takychto Stvorcifernych ¢isel je 8.9.9.9, teda 5832.

V tomto pripade je metdda vypisania vSetkych moznosti prakticky nepouzitelna. Teda

pouzitie pravidla sucinu je pri rieSeni tejto ulohy najvhodnejSou metddou.
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Schematicky zapis:

1. tislica 2. tislica 3. tislica 4. fislica

3 moinosti| = |9moinosti| = |9mo¥nosti|= |9moinosti| == 5332 moinosti
1245, 0,124, 0,124, 0,124,
6,789 56,789 5,6,7,8,9 56,789

Uloha 2.7: Na kufriku uja Karola su tri kolieska, ktorymi sa nastavuje kod. Na kazdom
koliesku je cislica od 0 po 9. Ujo Karol vsak zabudol kéd. Jeho syn Janko postupne skusal
rézne moznosti. Napokon sa mu ho podarilo otvorit. Povedal, Ze mal $tastie, lebo vyskusal
iba Stvrtinu vSetkych moznosti. Kol'ko moZznosti musel Janko vyskusat™?

RieSenie:

Pri nastaveni prvého kolieska mame 10 moznosti,at0 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.

Pri nastaveni druhého kolieska mame 10 moznosti,at00, 1, 2, 3,4,5,6, 7, 8, 9.

Pri nastaventi treticho kolieska mame 10 moznosti,ato 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.

Spolu teda mame 10 . 10 . 10 = 1000 moznosti, ako kufrik zakddovat'.

Janko vyskusal $tvrtinu z nich, teda 250.

Janko musel vyskusat’ 250 moZnosti.

Uloha 2.8: V trnavskom okrese maju autd znacky typu T T , kde na prvych troch

vol'nych miestach je 'ubovolna ¢islica a na zvySnych dvoch je I'ubovol'né velké pismeno
anglickej abecedy. Kol'ko takychto znaciek vieme maximalne vytvorit™?

RieSenie:

Pre vol'bu prvej Cislice mame 10 moznosti,at00, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.

Pre vol'bu druhej ¢islice mame 10 moznosti,ato 0, 1, 2, 3,4,5, 6, 7, 8, 9.

Pre vol'bu tretej ¢islice mame 10 moznosti, ato 0,1, 2, 3,4,5,6,7, 8, 9.

Pre vol'bu prvého pismena mame 26 moznosti,ato A, B,C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O,
P,QRST UVWXY,Z

Pre vol'bu druhého pismena mame 26 moznosti, ato A, B, C, D, E, F, G, H, |, J, K, L, M, N,
O,P,Q,R,S T UV,WXY,Z

Pri tvorbe znacky teda méame 10 . 10. 10 .26 . 26 = 676 000 moznosti.

Takychto znadiek v trnavskom okrese dokaZeme vytvorit’ 676 000.
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Uloha 2.9: Vieme, ¢ 1 Byte ma 8 bitov. Kazdy bit mdézeme reprezentovat’ ako 0 alebo 1.
Aky rozsah cisel si vieme zapamitat’ v 1 Byte?

RieSenie:

Pre vol'bu prvého bitu mame 2 moznosti, ato 0 a 1.

Podobne 2 moznosti madme aj pre volbu druhého, treticho, Stvrtého, piateho, Siesteho,
siedmeho a 6smeho bitu.

Celkovotedamame 2.2 .2.2.2.2.2.2=256 moznosti.

V 1 Byte si vieme zapamaétat’ napriklad cisla od 0 po 255.

Uloha 2.10: Janko ma v peraéniku 12 farbigiek. Kolkymi
sposobmi moze vyfarbit’ vlajku na obrazku, ak kazdu z jej troch

¢asti musi zafarbit’ inou farbou?

RieSenie:

Pre vol'bu farby prvej asti mame 12 moznosti.
Pre vol'bu farby druhej ¢asti mdme 11 moznosti (lebo nemozno pouzit’ farbu z prvej Casti).
Pre vol'bu farby tretej ¢asti mame 10 moznosti (lebo nemozno pouzit’ farby z prvej ani druhej
Casti).

Celkovo teda mame 12 . 11 . 10 = 1320 moZnosti.

Janko méze vyfarbit’ vlajku 1320 spésobmi.

Uloha 2.11: Janko ma v peraéniku 12 farbigiek. Kol’kymi spdsobmi moze

vyfarbit’ snehuliaka na obrazku, ak kazdu z jeho troch gul’ musi zafarbit’

inou farbou?

RieSenie:

Pre vol'bu farby prvej gule mdme 12 mozZnosti.

Pre vol'bu farby druhej gule mame 11 moZnosti (lebo nemoZzno pouzit

farbu z prvej gule).

Pre vol'bu farby tretej gule mame 10 moznosti (lebo nemozno pouzit’ farby z prvej ani druhej
gule).

Celkovo teda mame 12 . 11 . 10 = 1320 moZnosti.

Janko moze vyfarbit’ snehuliaka 1320 spésobmi.

Vsimnite si, Ze je jedno, ¢i Janko vyfarbuje vlajku alebo snehuliaka. Podstatné je, Zze v oboch

pripadoch vyfarbuje tri oblasti a vzdy ma na vyber z 12 farieb.
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Uloha 2.12: Janko ma v pera¢niku 12 farbi¢iek. Kolkymi sposobmi moze
vyfarbit’ snehuliaka na obrazku, ak gule mézu mat’ aj rovnaké farby?
RieSenie:

Pre vol'bu farby prvej gule mame 12 moznosti.

Pre vol'bu farby druhej gule méme 12 moznosti.

Pre vol'bu farby tretej gule mdme 12 moznosti.

Celkovo teda méme 12 . 12 . 12 = 1728 mozZnosti.

Janko moéze vyfarbit’ snehuliaka 1728 sposobmi.
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3 RieSime ulohy pravidlom suctu

Ciel'om tejto kapitoly je naucit’ ¢itatel'a, ako moze vyuzit' pravidlo suc¢tu na urcenie
po&tu moznosti v kombinatorickej tlohe. Citatel’ sa taktieZ nauéi rozpoznat® tilohy, v ktorych
je efektivne pouzit’ pravidlo suctu.

Ak je pocet hl'adanych moznosti v tlohe maly, je malé aj riziko, ze niektoré moznosti
vynechdme alebo uvedieme duplicitne. Co vsak v pripade, Ze¢ je hladany poéet moznosti
vacsi? Vtedy je vhodné rozdelit’ si vSetky moZznosti do vhodnych skupin tak, aby kazdé
rieSenie ulohy patrilo do prave jednej skupiny. Vysledny pocet moznosti je potom suctom
poctu moznosti v jednotlivych skupinach. Takto dokazeme systematicky a efektivne vyriesit

aj také ulohy, pri ktorych je hl'adany pocet vSetkych vyhovujucich mozZnosti vacsi.

Uloha 3.1: Kolko existuje spdsobov, ako mozno pomocou jednoeurovych a dvojeurovych
minci a pateurovych bankoviek zaplatit’ sumu 20 Eur?

RieSenie:

VSsetky sposoby si rozdelime podl'a toho, kol'’ko pouzijeme péateurovych bankoviek.

1. Ak pouZijeme 4 piteurové bankovky, uz sme zaplatili sumu 20 Eur. V tomto pripade
teda existuje jediny sposob.

2. Ak pouzijeme 3 piteurové bankovky, uz sme zaplatili sumu 15 Eur. ESte musime
zaplatit 5 Eur pomocou jednoeurovych a dvojeurovych minci. Pri tomto plateni mdzeme

pouzit’ 0, 1 alebo 2 dvojeurovky. Mame teda 3 sposoby. Vidime ich na obrazku.

o
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3. Ak pouzijeme 2 piteurové bankovky, uz sme zaplatili sumu 10 Eur. ESte musime

a
5 aal

zaplatit 10 Eur pomocou jednoeurovych a dvojeurovych minci. Pri tomto plateni mdzeme
pouzit’ 0, 1, 2, 3, 4 alebo 5 dvojeuroviek. Mame teda 6 sposobov.

4. Ak pouzijeme 1 piteurovu bankovku, uz sme zaplatili sumu 5 Eur. ESte musime zaplatit’
15 Eur pomocou jednoeurovych a dvojeurovych minci. Pri tomto plateni mézeme pouzit' 0, 1,

2,3,4,5, 6 alebo 7 dvojeuroviek. Mame teda 8 sposobov.
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5. AK nepouzijeme piteurové bankovky, musime zaplatit’ 20 Eur pomocou jednoeurovych
a dvojeurovych minci. Pri tomto plateni mézeme pouzit’ 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 alebo 10
dvojeuroviek. Mame teda 11 sposobov.

Celkovy pocet sposobov ur¢ime ako stcet 1 +3 +6+ 8 + 11 =29.

Existuje 29 sposobov, ako moZno pomocou jednoeurovych a dvojeurovych minci
a pateurovych bankoviek zaplatit’ sumu 20 Eur.

Zhrnieme si ich v tabul’ke.

Pocet pateuroviek Pocet dvojeuroviek Pocet jednoeuroviek

SITITITNIT NN
-
oN A o|olS

OB WN RO

0 0 20
0 1 18
0 2 16
0 & 14
0 4 12
0 5 10
0 6 8
0 7 6
0 8 4
0 9 2
0 10 0

Uloha 3.2: Mama maé v miske Sest’ kusov ovocia: banan, pomarang, jablko, hrusku, broskyiu
a kivi. Do skoly ma Janke na desiatu dat’ dva r6zne kusy ovocia. Kol'kymi spésobmi moze

pripravit’ Janke desiatu?
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RieSenie:

Ak d4 mama Janke na desiatu banan, potom vybera este jedno ovocie z piatich (pomaranc,
jablko, hruska, broskyiia a kivi). Ma teda 5 moZnosti. Dalej uvazujeme iba moznosti, kde
mama banan nevybrala.

Ak da mama Janke na desiatu pomaranc¢, potom vybera este jedno ovocie zo styroch (jablko,
hruska, broskyna a kivi). Ma teda 4 moZnosti. Dalej uvazujeme iba moZnosti, kde mama
nevybrala bandn ani pomaranc.

Ak d4 mama Janke na desiatu jablko, potom vybera este jedno ovocie z troch (hruska,
broskyfia a kivi). Ma teda 3 moZnosti. Dalej uvazujeme iba moznosti, kde mama nevybrala
banan, pomaran¢ ani jablko.

Ak d4 mama Janke na desiatu hrusku, potom vyberd eSte jedno ovocie z dvoch (broskyna
akivi). Ma teda 2 moZnosti. Dalej uvazujeme iba moznosti, kde mama nevybrala banan,
pomarang¢, jablko ani hrusku. Potom vSak musela vybrat’ broskynu a Kivi. Mala teda jednu
moznost’.

Vidime, Ze mama ma 5+4+3+2+1=15 moZnosti, ako pripravit’ Janke desiatu. Vidime ich

na obrazku.
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Uloha 3.3: Kol’ko je spdsobov, ako moZe na troch kockach (modrej, Zltej a zelenej) padnat
sucet desat™?

RieSenie:

Vsetky moznosti si rozdelime podl'a toho, ¢o padne na modrej kocke.

Ak na modrej kocke padne Sestka, potom stcet na zltej a zelenej musi byt’ 4. To sa mdze stat’
troma sposobmi (3+1, 2+2, 1+3).

Ak na modrej kocke padne pitka, potom sucet na zltej a zelenej musi byt’ 5. To sa moze stat’
Styrmi sposobmi (4+1, 3+2, 2+3, 1+4).

Ak na modrej kocke padne Stvorka, potom sucet na zltej a zelenej musi byt’ 6. To sa moze stat’
piatimi sposobmi (5+1, 4+2, 343, 2+4, 1+5). Vidime ich na obrazku.

Ak na modrej kocke padne trojka, potom stcet na Zltej a zelenej musi byt’ 7. To sa mdze stat’
Siestimi sposobmi (6+1, 5+2, 4+3, 3+4, 2+5, 1+6).

Ak na modrej kocke padne dvojka, potom stcet na Zltej a zelenej musi byt’ 8. To sa mdze stat’
piatimi sposobmi (6+2, 5+3, 4+4, 3+5, 2+6).

Ak na modrej kocke padne jednotka, potom sucet na Zltej a zelenej musi byt 9. To sa mdze
stat’ Styrmi sposobmi (6+3, 5+4, 4+5, 3+6).

Vidime, Ze existuje 3+4+5+6+5+4=27 sposobov, ako moZe na modrej, Zltej a zelenej

kocke padnut’ sticet desat’. Pat’ z nich vidime na obrazku.
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- 8 * 8 -
- 8 . :
- 8 *
- *
- 8 » - #
L * - »
P ...
L ]
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Uloha 3.4: Janko nasiel na povale §tyri drevené &islice: dvojku, trojku, pitku a sedmicku.
KoTlko prirodzenych ¢isel dokaZe pomocou nich zapisat™?

RieSenie:

Vsetky moznosti si rozdelime podl'a poctu cifier v Cisle.

1. Jednociferné: 2, 3, 5, 7 — Styri €isla
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2. Pocet dvojcifernych cisel je podl'a pravidla sucinu 4 . 3 = 12.

(Su to: 23, 25, 27, 32, 35, 37, 52, 53, 57, 72, 73, 75)

3. Pocet trojcifernych ¢isel je podl'a pravidla sucinu 4 . 3 . 2 = 24.

(Suto: 235, 237, 253, 257, 273, 275, 325, 327, 352, 357, 372, 375, 523, 527, 532, 537, 572,
573,723,725, 732, 735, 752, 753)

4. Pocet Stvorcifernych ¢isel je podla pravidla si¢inu4 .3 .2 .1 =24.

(Su to: 2357, 2375, 2537, 2573, 2735, 2753, 3257, 3275, 3527, 3572, 3725, 3752, 5237, 5273,
5327,5372,5723, 5732, 7235, 7253, 7325, 7352, 7523, 7532)

Janko moZe zapisat’ 4 + 12 + 24 + 24 = 64 prirodzenych ¢isel.

Uloha 3.5: Kolko trojcifernych &isel ma ciferny stucet 7?

RieSenie:

Vsetky takéto trojciferné ¢isla si rozdelime podla Cislice na mieste stoviek.

Ak je na mieste stoviek jednotka, potom sucet Cislic na mieste desiatok a jednotick ma byt 6.
Su to ¢isla 106, 115, 124, 133, 142, 151, 160.

Ak je na mieste stoviek dvojka, potom sucet €islic na mieste desiatok a jednotiek ma byt’ 5.
Su to c¢isla 205, 214, 223, 232, 241, 250.

Ak je na mieste stoviek trojka, potom sucet ¢islic na mieste desiatok a jednotick ma byt 4. St
to ¢isla 304, 313, 322, 331, 340.

Ak je na mieste stoviek Stvorka, potom stcet ¢islic na mieste desiatok a jednotiek ma byt 3.
Su to c¢isla 403, 412, 421, 430.

Ak je na mieste stoviek patka, potom sucet Cislic na mieste desiatok a jednotiek mé byt’ 2. Su
to ¢isla 502, 511, 520.

Ak je na mieste stoviek Sestka, potom sucet €islic na mieste desiatok a jednotiek ma byt’ 1. St
to ¢isla 601, 610.

Ak je na mieste stoviek sedmicka, potom sucet ¢islic na mieste desiatok a jednotiek ma byt 0.
Je to ¢islo 700.

Existuje 7+6+5+4+3+2+1=28 trojcifernych ¢isel, ktoré maju ciferny sucet 7.
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Uloha 3.6: V obchode predavaji 4 druhy ovocia. Kolkymi spdsobmi si mézeme kupit tri

kusy ovocia?

<@ @@

Riesenie 1:

Najprv si najdeme také moznosti, v ktorych kiipime tri rovnaké kusy ovocia.

Qe Q QOO

Teraz si najdeme také moznosti, v ktorych kiipime dva rovnaké kusy ovocia a treti iny.

- .__/f - :"j é « .__/f « :"/f ( « .__/f « :"'f .
¢e¢.. ¢€¢€@ ¢C€Co

Qe @l gae°
e/ o0& G oo

Nakoniec si najdeme také moznosti, v Ktorych kapime tri rézne kusy ovocia.

+< © @ @ @
< @® Cc@oe

Existuje 4 + 12 + 4 = 20 mozZnosti, ako si z ponuky 4 druhov ovocia moézZem kupit’ tri

kusy ovocia.

RieSenie 2:

Ovocie si ozna¢im A, B, C, D.

Najprv si ndjdeme také moznosti, v ktorych kiipime tri rovnaké kusy ovocia.

AAA, BBB, CCC, DDD

Teraz si najdeme také moznosti, v ktorych kipime dva rovnaké kusy ovocia a treti iny.
AAB, AAC, AAD, BBA, BBC, BBD, CCA, CCB, CCD, DDA, DDB, DDC
Nakoniec si ndjdeme také moznosti, v ktorych kiapime tri r6zne kusy ovocia.

ABC, ABD, ACD, BCD
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Existuje 4 + 12 + 4 = 20 moZnosti, ako si z ponuky 4 druhov ovocia méZeme kupit’ tri

kusy ovocia.

Uloha 3.7: V kvetinarstve predavaji ruze, tulipany a narcisy. Kol’ko roznych kytic z 5 kusov
kvetov vieme zostavit'?

RieSenie 1:

Najprv si najdeme také moznosti, v ktorych mame 5 ruzi.

eeeee
rorbrbrbrh

Teraz si ndjdeme také moznosti, v ktorych mame 4 ruze.

ve e e’ cee e
"o rhrbrs Y 7o rh s |

Teraz si ndjdeme také moznosti, v ktorych méme 3 ruze.

e e’ b N Tee
Py sy emes| |

Teraz si ndjdeme také moznosti, v ktorych méme 2 ruze.

ST

anyFE RRFEES

Teraz si ndjdeme také moznosti, v ktorych méme 1 ruzu.

ey L AR

il AAA/ udAAL

‘, S S ‘ Lol Lo
o A ol [ [
Nakoniec si ndjdeme moznosti bez ruze.

006009 ¢ $o00
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Existuje 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21 moZnosti, ako si z ponuky 3 druhov kvetov méZem

M

- -
- -

kupit’ kyticu z piatich kusov kvetov.
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RieSenie 2:

Kvety si ozna¢ime A, B, C.

Najprv si nagjdeme také moznosti, v ktorych mame 5 kvetov A.
AAAAA

Teraz si najdeme také moznosti, v ktorych mame 4 kvety A.

AAAAB, AAAAC

Teraz si najdeme také moznosti, v ktorych mame 3 kvety A.

AAABB, AAABC, AAACC

Teraz si najdeme také moznosti, v ktorych mame 2 kvety A.

AABBB, AABBC, AABCC, AACCC

Teraz si najdeme také moznosti, v ktorych mame 1 kvet A.

ABBBB, ABBBC, ABBCC, ABCCC, ACCCC

Nakoniec si ndjdeme také moznosti, v ktorych nemame ziaden kvet A.
BBBBB, BBBBC, BBBCC, BBCCC, BCCCC, CCCCC

Existuje 1 + 2 + 3+ 4 + 5 + 6 = 21 mozZnosti, ako si z ponuky 3 druhov kvetov méZem

kupit’ kyticu z piatich kusov kvetov.

RieSenie 3:

Kvety si ozna¢ime A, B, C.

Najprv si najdeme také moznosti, v ktorych mame 5 rovnakych kvetov.
AAAAA, BBBBB, CCCCC

Teraz si najdeme také moznosti, v ktorych mame 2 druhy kvetov.

AAAAB, AAAAC, BBBBA, BBBBC, CCCCA, CCCCB

AAABB, AAACC, BBBAA, BBBCC, CCCAA, CCCBB

Nakoniec si najdeme také moznosti, v ktorych mame vsetky tri druhy kvetov.
AAABC, BBBAC, CCCAB

AABBC, AACCB, BBCCA

Existuje 3 + 12 + 6 = 21 moZnosti, ako si z ponuky 3 druhov kvetov moéZem kupit® kyticu

z piatich kusov kvetov.
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4 Typy kombinatorickych uloh

Vicsina kombinatorickych uloh sa da zaradit do niekolkych Standardnych typov.
Cielom tejto kapitoly je naucit’ ¢Citatel'a, aby rozpoznal spravny typ kombinatorickej ulohy

a zvolil efektivnu metodu jej rieSenia.

Permutacie bez opakovania

Ako prvy typ si predstavime ulohy, v ktorych treba vytvorit vSetky mozné
usporiadania n prvkov. Inak povedané, z danej n-prvkovej mnoziny vyberame usporiadané
n-tice prvkov, pricom kazdy prvok mézeme pouzit’ najviac raz. Takéto n-tice budeme nazyvat
permutacie. Permuticia obsahuje vSetky prvky danej mnoziny, je to akési usporiadanie

vSetkych prvkov mnoZiny.

Uloha 4.1: Vo finale pretekov na 100 metrov bezali Adam a Boris. Kol’kymi spdsobmi mohli
skoncit’ preteky?

RieSenie 1 — systematickym vypisovanim:

Adama si oznaCime A, Borisa B.

Preteky mohli skoncit’ bud’ poradim AB alebo BA.

Preteky mé6Zu skon¢it’ 2 sp6sobmi.

RieSenie 2 — pravidlom stcinu:
Vitaza mo6Zeme vybrat’ z dvoch moZnosti.
Druhého moZno vybrat’ uz len jednou moZnost'ou.

Preteky méZu skonéit’ 2 . 1 = 2 spésobmi.

Uloha 4.2: Vo finale pretekov na 100 metrov bezali Adam, Boris a Cyril. Kolkymi spdsobmi
mohli skon¢it preteky?

RieSenie 1 — systematickym vypisovanim:

Adama si ozna¢ime A, Borisa B a Cyrila C.

Preteky mohli skon¢it’ tymito poradiami:

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

Preteky mé6Zu skon¢it’ 6 spésobmi.
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RieSenie 2 — pravidlom stcinu:

Vitaza mozeme vybrat’ z troch moznosti.
Druhého mozno vybrat’ z dvoch moznosti.
Tretieho mozno vybrat’ uz len jednou moznost'ou.

Preteky mé6Zu skon¢it’ 3. 2. 1 = 6 sposobmi.

Uloha 4.3: Vo finale pretekov na 100 metrov bezali Adam, Boris, Cyril a Dugan. Kolkymi
sp6sobmi mohli skoncit’ preteky?

RieSenie 1 — systematickym vypisovanim:

Adama si ozna¢ime A, Borisa B, Cyrila C a Dusana D.

Preteky mohli skoncit’ tymito poradiami:

ABCD, ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCB,

BACD, BADC, BCAD, BCDA, BDAC, BDCA,

CABD, CADB, CBAD, CBDA, CDAB, CDBA,

DABC, DACB, DBAC, DBCA, DCAB, DCBA.

Preteky mé6Zu skon¢it’ 24 sposobmi.

RieSenie 2 — pravidlom stcinu:
Vitaza mozZeme vybrat’ zo Styroch moznosti.

y yr
Druhého mozno vybrat’ z troch moznosti.
Tretiecho mozno vybrat’ z dvoch moznosti.
Stvrtého mozno vybrat’ uz len jednou moznostou.

Preteky mézu skonéit’ 4 . 3.2 .1 =24 sposobmi.

Uloha 4.4: Vo finale pretekov na 100 metrov bezalo osem pretekarov. Kol’kymi sposobmi
mohli skon¢it preteky?

RieSenie:

Vitaza mézeme vybrat’ Z § mozZnosti.

Druhého mozno vybrat’ zo 7 moznosti.

Tretiecho mozno vybrat’ z 6 moznosti.

Stvrtého mozno vybrat’ z 5 moznosti.

Piateho mozno vybrat’ zo 4 moznosti.

Siesteho mozno vybrat’ z 3 moZnosti.
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Siedmeho mozno vybrat’ z 2 moznosti.
Osmeho mozno vybrat’ uz len 1 moznostou.

Preteky mé6zu skoncit’ 8.7 .6.5.4.3.2.1 =40 320 sposobmi.

Zhrnutie 1:

V tlohach 4.1 — 4.4 sme zistili, ze:

2 prvky vieme zoradit’ 2 . 1 =2 spdsobmi,

3 prvky vieme zoradit’ 3 . 2 . 1 = 6 spdsobmi,

4 prvky vieme zoradit' 4 . 3.2 . 1 = 24 sposobmi,

8 prvkov vieme zoradit' 8. 7.6.5.4.3.2.1=40320 sposobmi.
Sucin 2 . 1 oznacujeme aj 2! a ¢itame 2 faktorial.

Sucin 3 . 2. 1 oznaCujeme aj 3! a Citame 3 faktorial.

Sucin 4.3 .2 .1 oznacujeme aj 4! a ¢itame 4 faktorial.
SWin8.7.6.5.4.3.2.1 oznaCujeme aj 8! a Citame § faktorial.
Ak je dana mnozina N, ktora ma n prvkov a chceme tieto prvky usporiadat’, mézeme to urobit’

n-(n—l)~(n—2)-...-1: n! spésobmi.

n Cinitel'ov

Uloha 4.5: V sutazi Let’s Dance podpisali organizatori zmluvy s piatimi muzskymi a piatimi
Zenskymi celebritami a s piatimi muzskymi a piatimi Zenskymi profesionalnymi tanecnikmi.
Kol'kymi ré6znymi spdsobmi ich mézu poparit’, ak vzdy vytvaraju dvojice muz — Zena (jeden
je vzdy celebrita a jeden profesional)?

RieSenie:

Najprv vyberieme partnerky pre muzské celebrity. Potrebujeme im priradit péat
profesiondlnych tanecnic, kazdému jednu. Preto potrebujeme urcit pocet permutacii

patprvkovej mnoziny. Ich pocet je dany vzorcom 5.4 .3 .2 .1 =120.

1. mugski 2. muiska 3. muiska 4. muiska 5. muiska
celebrita celebrita celebrita celebrita celebrita

partnerku partnerku partnerku partnerku partnerku
vyberime vyberame vyberime vyberame vyberime

5 sposobmi

4 sposobmi

3 sposobmi

2 sposobmi

1 sposobom

Teraz vyberieme partnerky pre zenské celebrity. Potrebujeme im priradit’ pat’ profesionalnych
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tane¢nikov, kazdej jedného. Preto opit’ potrebujeme urcit pocet permutécii patprvkovej

mnoziny. Ich pocet je dany vzorcom 5.4 .3 .2 .1=120.

1. Zenska 2. Zenska 3. Zenska 4. Zenska 5. Zenska
celebrita celebrita celebrita celebrita celebrita
partnera partnera partnera partnera partnera

vyberime vyberime vyberame vyberame vyberame

5 sposobmi

4 spasobmi

3 sposobmi

2 sposobmi

1 sposobom

Pouzitim pravidla sucinu zistime, Ze organizatori méZu vytvorit’ pary 120 . 120 = 14 400

sposobmi.
Permutacie s opakovanim

Niekedy sa stretneme aj so situaciou, Zze mame usporiadat’ skupinu objektov, v ktorej sa
rovnaké objekty vyskytuji viackrat. Prvy objekt sa vyskytuje ni-krat, druhy objekt sa
vyskytuje np-krat, treti objekt sa vyskytuje ns-krat, atd’. Nech n= ni+ ny+...+ nk. Pytame sa,
kol'kymi sp6sobmi to mdZeme urobit’.

Takto zadana tloha stvisi s permutaciami. Pocet r6znych spdsobov zoradenia je v takomto

n!
ntn,k...n!

pripade uréeny vzorcom
Uloha 4.6: Janko nasiel na povale krabicu s troma drevenymi &islicami 1 a dvoma drevenymi
¢islicami 2. Kol'ko r6znych pétcifernych ¢isel vie z nich zostavit™?

RieSenie 1 — pomocou vzorca:

Ked tvorime pétciferné Cislo, potrebujeme zoradit’ vSetkych pat cislic. Tieto vSak nie su
rozne, ale jednotka sa opakuje trikrat a dvojka dvakrat.

I .4.3.2.
Pocet r6znych zoradeni je dany vzorcom S = 5:4-3-2-1 =10
321 3.2.1.2-1

Janko moézZe zostavit’ 10 réznych piatcifernych cisel.
RieSenie 2 — odvodime si vzorec:

Ked'Ze mame k dispozicii tri drevené jednotky a dve drevené dvojky, farebne si ich rozliSime.

Napriklad budeme mat’ 1, 1, 1, 2, 2.
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Kol'kymi spdsobmi ich vieme zoradit', aby sme vytvorili patciferné ¢islo? Pouzitim pravidla
sucinu uz vieme, ze je to 5 . 4 . 3 .2 . 1 = 120 sposobmi. Preto je vo vzorci z 1. rieSenia
v Citateli si¢in 5.4 .3 .2 . 1.

To isté Cislo vSak vieme vytvorit’ viacerymi spdsobmi. Napriklad ¢islo 11122 vytvorime 12

spdsobmi, a to:

11122 11122
11122 11122
11122 11122
11122 11122
11122 11122
11122 11122

Sest’ sposobov vlavo je takych, kde sme navzajom menili poradie jednotiek. Ked’ze jednotky
su tri, vieme ich usporiadat’ 3 . 2 . 1 = 6 sposobmi a pritom vzdy vytvorime to isté ¢islo.

V kazdom riadku su dva spdsoby také, kde sme navzdjom menili poradie dvojok. Ked'Ze
dvojky st dve, vieme ich usporiadat’ 2 . 1 = 2 sposobmi.

Celkovo teda kazdé cislo vieme vytvorit 3 . 2 . 1 .2 . 1 = 12 spdsobmi, a preto je
v menovateli vzorca v prvom rieSeni su¢in3 .2 . 1.2 . 1.

V 120 vytvorenych sposoboch zoradenia sa teda kazdé ¢islo vyskytne 12-krat. Preto je pocet
roéznych vytvorenych ¢isel 120 : 12 = 10.

Janko moZe zostavit’ 10 roznych pitcifernych cisel.

Uloha 4.7: Janko nasiel na povale krabicu s troma drevenymi pismenami A, troma pismenami
B, jednym C advoma D. Kolko roznych slov obsahujlicich devdt znakov z nich moze
vytvorit'? (slovd nemusia mat’ zmysel)

RieSenie:

Janko mé k dispozicii spolu devdt pismen, ktoré potrebuje zoradit. Tieto vSak nie su rdzne,
ale acko a bécko sa opakuje trikrat a décko dvakrat.

91  9.8.7-6-5-4-3.2.1

= =5040.
3132t 3.2.1.3-2.1-1-2-1

Pocet roznych zoradeni je dany vzorcom

Janko moZe vytvorit’ 5 040 roznych slov.
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Variacie bez opakovania.

Doteraz sme sa venovali usporiadaniu n prvkov. Teraz budeme zn prvkov vyberat
usporiadané k-tice tak, ze prvky v k-tici sa nesmu opakovat’. Usporiadana k-tica z n-prvkovej
mnoziny, v ktorej sa prvky neopakuju, sa nazyva variacia k-tej triedy zn prvkov bez
opakovania.

PoCet wvariacii bez opakovania k-tej triedy zn prvkov urime ako sucin

n-(n-1)-(n—2)-...-(n—k +1), alebo jednoducho iba pouzijeme pravidlo su¢inu.

k Cinitelov

Uloha 4.8: Na atletickom mitingu bezalo finale stovky osem pretekarov. Kolkymi réznymi
spdsobmi mdzu obsadit’ stupne vitazov?

RieSenie:

Na stupne vit'azov sa postavia traja pretekari, pricom zdlezi aj na tom, kto je prvy, kto druhy
a kto treti. Teda vyberame usporiadané trojice z 6smich prvkov.

Inymi slovami, potrebujeme urcit’ pocet variacii tretej triedy z 6smich prvkov. Ich pocet je
dany vzorcom 8 . 7 . 6 = 336, pretoZze prvého vyberdme z 6smich moznosti, druhého zo
siedmich moZnosti a tretieho zo Siestich moZnosti.

Pretekari moZu obsadit’ stupne vitazov 336 spésobmi.

Uloha 4.9: Mama ma k dispozicii desat roznych druhov ovocia, zkazdého jeden kus.
Kolkymi sposobmi mdze pripravit’ desiatu pre svoje Styri deti, ak kaZzdému ma dat’ jeden kus
ovocia?

RieSenie:

PretoZze mama ma Styri deti, vyberd 4 kusy ovocia z 10. Teda vyberame usporiadané Stvorice
z desiatich prvkov.

Inymi slovami, potrebujeme urcit’ pocet variacii Stvrtej triedy z desiatich prvkov. Ich pocet je
dany vzorcom 10 .9 . 8 . 7 = 5040, pretoze prvému vybera desiatu z desiatich kusov ovocia,
druhému z deviatich, tretiemu z ésmich a Stvrtému zo siedmich.

Mama méZe pripravit’ desiatu 5040 sposobmi.

Uloha 4.10: V tane¢nom krazku je 22 dievéat a 10 chlapcov. Ugitel’ z nich chce zostavit' 10

parov chlapec - diev€a. Kolkymi spdsobmi méze priradit’ chlapcom dievcata?
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RieSenie:

Ucitel’ bude vyberat’ 10 dievcat z 22, pricom zélezi aj na tom, ktoré diev¢a priradi ktorému
chlapcovi. Teda vyberame usporiadané desatice z 22 prvkov.

Inymi slovami, potrebujeme urcit’ pocet variacii desiatej triedy z 22 prvkov. Ich pocet je dany
vzorcom 22.21.20.19.18.17.16.15.14.13 = 2 346 549 004 800.

Ucitel’ méze vytvorit’ pary 2 346 549 004 800 sposobmi.

Uloha 4.11: Janko nasiel na povale krabicu s drevenymi &islicami 1,2,3,5,6,8.,9. V krabici bol
z kazdej cislice jeden kus. Kol'ko roznych §tvorcifernych Cisel vie z nich zostavit™?

RieSenie:

Ked tvorime Stvorciferné cislo, potrebujeme Styri Cislice. Janko ich mé spolu 7. Teda
vyberame usporiadané §tvorice zo siedmich prvkov.

Inymi slovami, potrebujeme urcit’ pocet variacii Stvrtej triedy zo siedmich prvkov. Ich pocet
je dany vzorcom 7. 6.5 . 4 = 840.

Janko moZe zostavit’ 840 roznych Stvorcifernych ¢isel.

Poznamka: Keby medzi ¢islicami bola nula, rieSenie by vyzeralo inak. Preco?

Uloha 4.12: Janko nasiel na povale krabicu s drevenymi &islicami 1,2,3,5,6,8,9. V krabici bol
z kazdej Cislice jeden kus. Kol'ko roznych €isel vie z nich zostavit™?

RieSenie:

Jednociferné ¢isla: Potrebujeme ur€it’ pocet variacii prvej triedy zo siedmich prvkov. Ich
pocet je 7.

Dvojciferné cisla: Potrebujeme ur€it’ pocet varidcii druhej triedy zo siedmich prvkov. Ich
pocetje 7.6 =42.

Trojciferné Cisla: Potrebujeme urcit’ pocet varidcii tretej triedy zo siedmich prvkov. Ich pocet
je7.6.5=210.

Stvorciferné &isla: Potrebujeme uréit’ pocet variacii $tvrtej triedy zo siedmich prvkov. Ich
pocetje 7.6 .5 .4 =2840.

Pét'ciferné Cisla: Potrebujeme urcit’ pocet varidcii piatej triedy zo siedmich prvkov. Ich pocet
je7.6.5.4.3=2520.

Sestciferné Cisla: Potrebujeme uréit polet variacii iestej triedy zo siedmich prvkov. Ich

poCetje 7.6.5.4.3.2=5040.
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Sedemciferné ¢isla: Potrebujeme urcit’ pocet variacii siedmej triedy zo siedmich prvkov. Ich
pocetje7.6.5.4.3.2.1=5040.
Janko moéZe zostavit’ 7 + 42 + 210 + 840 + 2520 + 5040 + 5040 = 13 699 roznych ¢isel.

Variacie s opakovanim

V predchadzajucej lekcii sme sa venovali varidcidam bez opakovania. ISlo o ulohy,
kedy sme z mnoziny objektov vyberali usporiadané k-tice prvkov z danej mnoziny, pricom
kazdy prvok sme mohli pouzit’ najviac raz.

Teraz sa budeme venovat situdcidm, ked’ prvky mnoziny mozno do usporiadanej

k-tice zaradit’ aj viackrat. V takomto pripade hovorime o variaciach s opakovanim.

Podet variacii s opakovanim k-tej triedy z n prvkov uréime ako sa¢in n-n-n-...-n=n*,
%/_J

k ginitelov

alebo jednoducho iba pouzitim pravidla sucinu.

Uloha 4.13: V triede je 22 pomerne vyrovnanych Ziakov. Triedna uéitel’ka mé uréit, kto bude
triedu reprezentovat’ na utorkovej sutazi v matematike, kto na Stvrtkovej sutazi v anglictine
a kto na piatkovej stt’azi v slovenc¢ine. Kol'kymi sposobmi mozZe triedna ucitel’ka uskutocnit’
vyber?

RieSenie:

Triedna uclitel’ka ma obsadit’ tri miesta na sut’azi, pricom jeden ziak moze ist’ aj na viacero
sutazi. Teda vyberame usporiadané trojice z 22 prvkov, priCom tieto prvky sa mozZu
opakovat’.

Potrebujeme ur€it’ pocet variacii s opakovanim tretej triedy z 22 prvkov. Ich pocet je dany
vzorcom 22 . 22 . 22 = 10 648.

Triedna uciteP’ka moézZe uskutoc¢nit’ vyber 10 648 sposobmi.

Uloha 4.14: Mama mé k dispozicii desat’ roznych druhov ovocia, zkazdého dostatoéné
zasoby. Kolkymi sposobmi mdze pripravit’ desiatu pre svoje Styri deti, ak kazdému ma dat’
jeden kus ovocia?

RieSenie:

Pretoze mama ma Styri deti, vybera 4 kusy ovocia z 10, pri¢om to isté ovocie moze vybrat aj
viackrat. Teda vyberdme usporiadané Stvorice z desiatich prvkov, priCom prvky sa mdzu

opakovat’.
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Potrebujeme urcit’ pocet varidcii s opakovanim Stvrtej triedy z desiatich prvkov. Ich pocet je
dany vzorcom 10 .10 . 10 . 10 = 10000.

Mama méze pripravit’ desiatu 10000 sposobmi.

Uloha 4.15: Kufrik ma zdmok zakédovany pomocou troch koliesok, na ktorych st pismend
anglickej abecedy. Kolkymi r6znymi spdsobmi mézeme zakoddovat’ kufrik?

RieSenie:

V prvom rade potrebujeme vediet’, Ze anglicka abeceda ma 26 pismen.

Pretoze kufrik ma tri kolieska, vyberame tri pismena z 26, pricom to isté pismeno mozeme
vybrat’ aj viackrat. Teda vyberdme usporiadané trojice z 26 prvkov, pricom prvky sa mozu
opakovat’.

Potrebujeme urcit’ pocet variacii s opakovanim tretej triedy z 26 prvkov. Ich pocet je dany
vzorcom 26 . 26 . 26 = 17 576.

Kufrik méZeme zakédovat’ 17576 sp6sobmi.

Uloha 4.16: Janko nasiel na povale krabicu s drevenymi &islicami 1,2,3,5,6,8,9. V krabici
bolo z kazdej ¢islice vela kusov. Kol'ko roznych Stvorcifernych Cisel vie z nich zostavit'?
RieSenie:

Ked tvorime S$tvorciferné cislo, potrebujeme Styri Cislice, pricom jedna Cislica sa moze
vyskytovat’ aj viackrat. Janko ma 7 ro6znych c¢islic. Teda vyberdme usporiadané Stvorice zo
siedmich prvkov, pri¢om prvky sa mézu opakovat’.

Potrebujeme urcit’ pocet variacii s opakovanim Stvrtej triedy zo siedmich prvkov. Ich pocet je
dany vzorcom 7.7 .7 .7 =2 401.

Janko moZe zostavit’ 2401 réznych Stvorcifernych ¢&isel.

Poznamka: Keby medzi ¢islicami bola nula, rieSenie by vyzeralo inak. Pre¢o?

Uloha 4.17: Janko nasiel na povale krabicu s drevenymi cislicami 1,2,3,5,6,8,9. V krabici
bolo z kazdej Cislice vel'a kusov. Postupne si z nich skladal také trojciferné cisla, v ktorych sa
aspoil jedna Cislica vyskytla viackrat. Kol'’ko roznych takychto ¢isel si mohol zostavit™?
RieSenie:

Pocet vsetkych trojcifernych cisel, ktoré moézeme postavit’:

Potrebujeme urc€it’ pocet varidcii s opakovanim tretej triedy zo siedmich prvkov. Ich pocet je

dany vzorcom 7 . 7.7 = 343.
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Pocet vsetkych trojcifernych ¢isel, v ktorych sa ¢islice neopakuji:

Potrebujeme urcit’ pocet variacii bez opakovania tretej triedy zo siedmich prvkov. Ich pocet je
dany vzorcom 7 . 6 . 5 =210.

Pocet vsetkych trojcifernych cCisel, v ktorych sa aspon jedna Cislica opakuje, je teda
343 — 210 = 133.

Janko moéZe zostavit’ 133 takych trojcifernych ¢isel, v ktorych sa aspon jedna dCislica

opakuje viackrat.
Kombinacie bez opakovania

Teraz sa budeme venovat jednej Specidlnej skupine kombinatorickych uloh. Péjde
0 ulohy, kedy budeme z mnoziny objektov vyberat’ urcité jej podmnoziny. Bude nés zaujimat,
kol'kymi sposobmi mdézeme z danej mnoziny vybrat’ nejaku jej podmnozinu.

Predstavme si situaciu, ze je dana mnozina N, ktora ma n prvkov. Z tychto prvkov
chceme vybrat’ jej k-prvkovii podmnozinu K. Pytame sa, kol'kymi sposobmi to modzeme
urobit’. Takto zadana tloha je typickd pre kombinacie bez opakovania. Teda kombinaciou
budeme nazyvat’ 'ubovol'nt takuto vybranii podmnozinu.

Kombinacia k-tej triedy z n prvkov je teda kazda k-prvkova podmnozina danej n-

n
prvkovej mnoZiny. Pocet takychto kombindcii vyjadruje kombinacné cislo (kj Hodnotu

tohto kombina¢ného ¢isla ur¢ime podla vzorca [ , priom n! oznacuje sucin

n n!
kj ~KI(n—k)!
¢isel 1.2.3...(n-1).n.
Ak vyberame z n-prvkove] mnoziny dvojprvkové podmnoziny, potom ich pocet je
n-(n-1)
2

ie n-(n-1)-(n-2) _ n~(n—1)-(n—2).
3-2- 6

Ak vyberame z n-prvkovej mnoZiny trojprvkové podmnoziny, potom ich pocet

Ak vyberame z n-prvkovej mnoziny Stvorprvkové

podmnoziny, potom ich pocet je n-(n-1)-(n-2)-(n-3) - n-(n-1)(n-2)-(n-3) _
4.3.2-1 24

Ak vyberame z n-prvkovej mnoziny pétprvkové podmnoziny, potom ich pocet je

n-(n-1)-(n-2)-(n-3)-(n-4) n-(n-1)-(n-2)-(n-3)-(n-4)

5-4.3.2-1 120
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Uloha 4.18: Na halovom turnaji vo futbale sa z&astnili $tyri muzstva: SK Slovan Bratislava,
FC Spartak Trnava, MFK RuZomberok a AS Trenc¢in. Kazdé muzstvo hralo s kazdym jeden
zéapas. Kol'ko zapasov odohrali?

RieSenie 1 — pouzitim vzorca:

: a Xy p—
V kazdom =zéapase hraji proti sebe dve muzstva. '— i
Potrebujeme teda vybrat 2-prvkové podmnoziny i
zZ Stvorprvkovej mnoziny vSetkych muzstiev. . @ _@
Musime zistit’ pocet vietkych kombinacii druhej triedy zo . @_@

Styroch prvkov. Pocet takychto kombinacii je 7 =06.

Na turnaji sa odohralo Sest’ zapasov.

RieSenie 2 — odvodime si vzorec:

V kazdom zépase hraju proti sebe dve muzstva. Vytvarame usporiadané dvojice zo Styroch
prvkov. Podla pravidla st¢inu vyberdme prvé muzstvo zo 4 a druhé z troch, teda mame
4 . 3 =12 usporiadanych dvojic. Preto je v Citateli vo vzorci v prvom rieSeni sucin 4 . 3.

Sa to:
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Vzdy dve dvojice v riadku vSak predstavuju ten isty zépas (lebo dve muzstva viem zoradit
dvoma spdsobmi, napriklad Trnava-Trencin alebo Trenéin-Trnava). Preto je v menovateli vo
VZorci v prvom rieSeni ¢islo 2.

Pocet zépasov je 12 : 2 = 6.

Na turnaji sa odohralo Sest’ zapasov.

Uloha 4.19: Mama ma v miske Sest kusov ovocia: banan, pomaran¢, jablko, hrusku,
broskyiu a kivi. Do §koly ma Janke na desiatu dat’ dva kusy ovocia. Kol’kymi spdsobmi moze

pripravit’ Janke desiatu?

RieSenie: ayy ""—fj = .
Mama ma dat’ Janke 2 kusy ovocia, <\\_Q @ <®
ktoré  vyberie zo  Sestprvkovej 7 4 — (i
i <@ Q@0 @e

mnoziny. ‘
kombinécii druhej triedy zo Siestich © ©
prvkov. Pocet takychto kombinacii je 3 <@
6-5_ 15

T &l DI T2 LY

Mama ma 15 moznosti, ako

Musime  zistitt  pocet  vSetkych

pripravit’ Janke desiatu.

Uloha 4.20: V triede je 31 pomerne vyrovnanych Ziakov. Kolkymi spdsobmi méze uditel
matematiky z nich vybrat’

a) dvojClenné

b) troj¢lenné

¢) Stvor¢lenné

muzstvo na Skolsku matematicku stt'az?

RieSenie:

a) Chceme zistit' pocet vSetkych kombinécii druhej triedy z 31 prvkov. Ich pocet je

3130,

b) Chceme zistit pocet vSetkych kombindcii tretej triedy z 31 prvkov. Ich pocet je

M:M%,
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¢) Chceme zistit' pocet vSetkych kombinacii Stvrtej triedy z 31 prvkov. Ich pocet je

31‘30'29'28:31465.

Niekedy sa stretneme aj so situdciami, ked’ vyberame niekol'’ko podmnozin z viacerych
mnozin a tieto potom skombinujeme.

Predstavme si situaciu, ze st dané disjunktné mnoziny N1 a N2, ktoré maja ni an
prvkov. Z mnoziny N1 chceme vybrat jej ki-prvkovil podmnozinu Ki, z mnoziny N2 chceme
vybrat’ jej ko-prvkovii podmnozinu K> a takto vybrané podmnoziny chceme zjednotit’. Pytame
sa, kol'’kymi spdsobmi to moéZeme urobit’.

Takto zadanid tloha vyzaduje kombinaciu pravidla suc¢inu a kombindcii bez

n n
opakovania. RieSenie potom vyjadruje sti¢in kombinacnych ¢isel ( 1] . (kzj .
1 2

Uloha 4.21: V triede je 17 dievéat a 15 chlapcov. Na volejbalovy turnaj treba z nich vybrat
druZstvo so Styrmi chlapcami a dvoma diev€atami. Kol'kymi spdsobmi to moZeme urobit’?
RieSenie:

Pretoze vyberame Styroch chlapcov z 15, potrebujeme urcit’ pocet kombinécii Stvrtej triedy

z 15 prvkov. Tento pocet je W =1365.

Dalej vyberame dve dievéata zo 17. Potrebujeme teda urit’ po¢et kombinacii druhej triedy

17-16

z0 17 prvkov. Tento pocet je =136.

Pouzitim pravidla stcinu zistime, Ze druZstvo so $tyrmi chlapcami a dvoma diev¢éatami na

volejbalovy turnaj méZeme vybrat’ 1 365 . 136 = 185 640 sposobmi.

Uloha 4.22; Futbalovy tréner ma v kadri troch brankdrov, sedem obrancov, piatich zaloZznikov
a siestich uto¢nikov. Kolkymi sposobmi modZe zostavit jedendst¢lenné druzstvo
pozostavajuce z brankara, Styroch obrancov, styroch zaloznikov a dvoch uto¢nikov?

RieSenie:

Jedného brankara z troch vieme vybrat’ 3 sposobmi.

Styroch obrancov zo siedmich vieme vybrat % =35 spdsobmi.
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Styroch zaloznikov z piatich vieme vybrat’ %52 =5 spdsobmi.

s v . . , 6:5 R .
Dvoch ttoc¢nikov zo Siestich vieme vybrat = =15 sposobmi.

Pouzitim pravidla sucinu zistime, ze jedenast’¢lenné druZstvo pozostavajuce z brankara,
Styroch obrancov, Styroch zaloZznikov advoch utoénikov méZeme vybrat

3.35.5.15=7 875 sposobmi.

Kombinacie s opakovanim
V predchédzajucich ulohach sme sa venovali kombinacidm bez opakovania. ISlo
0 ulohy, kedy sme z mnoziny objektov vyberali ur¢ité jej podmnoziny. Zaujimalo nas,
kol'kymi sposobmi sme mohli z danej mnoziny vybrat’ nejaku jej podmnozinu.
Teraz budeme mat’ k roznych skupin prvkov, z ktorych si budeme vyberat’ n prvkov.
Takéto ulohy budeme riesit’ pomocou kombinacii s opakovanim. Pocet takychto kombinacii
k+n-1 k+n-1)!
vyjadruje kombinacné ¢islo = u :
k-1 (k-1)kn!
Vzorec si vysvetlime na priklade. V obchode predavaju banany, pomarance a jablka.

Chceme si ktpit’ dva kusy ovocia. MoZnosti st zndzornené v tabulke.

banany pomarance Jablka

¥ 4
F F

o w

w (

e,

W, @

€¢

¢ -

- e

Jednotlivé mozZnosti z tabul’ky si mozno zapisat’ tak, Ze najskér uvedieme banany, potom

pomarance, potom jablka a vzdy r6zne ovocie oddelime prieckami.

\’\’”
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@
X
¢ &
1

Tri druhy ovocia méZeme oddelit’ dvoma prieckami. V kazdom riadku teda mame vybrané

2+2=4 objekty (dva kusy ovocia a2 priecky). Na jednoznacnost’ rieSenia staci vediet, na
ktorych miestach su prieCky. Mozné miesta pre priecky su 4 a priecky su 2. Teda pocet

4)_ 4 _4321
2) 2121 2121

moznosti je uréeny kombina¢nym ¢islom (

Vseobecne, ak mame K r6znych skupin prvkov, z ktorych si budeme vyberat' n prvkov, tak

potrebujeme umiestnit’ K — 1 prieCok na n + k — 1 rdznych miest. Pocet takychto umiestneni

k+n—1J_(k+n—1)!

vyjadruje kombinacné ¢islo =7
HIAEH [ k-1 ) (k-1)tn!

Uloha 4.23: V obchode predavaji dva druhy Brumikov (vanilkové a jahodové). Janka si chce
kapit’ 5 Brumikov. Kolkymi ré6znymi sposobmi si ich méze vybrat'?

RieSenie: g % @% % % %@
B

Ide oulohu, kedy si zdvoch skupin objektov - : g

(vanilkové ajahodové Brumiky) vyberdme péat % @ @ @ Q @ @ A :

kusov. Ulohu teda rieSime pomocou kombin4cii g %%

s opakovanim, kde k=2 a n=5.

2+5-1 6 ! .5.4.3.2.
Pocet tychto kombinacii je _[0]-b 65432 l:6
2-1 1) 115! 1.5-4.3-2-1

Janka si moZze vybrat’ Brumikov 6 sposobmi.

Uloha 4.24: V obchode predavaju tri druhy Brumikov (vanilkové, jahodové a ¢okoladové).

Janka si chce kupit’ 5 Brumikov. Kolkymi réznymi spésobmi si ich mdze vybrat™?
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RieSenie:
Ide o tlohu, kedy si z troch skupin objektov (vanilkové, jahodové a cokoladové Brumiky)
vyberame pit’ kusov. Ulohu teda rie§ime pomocou kombinacii s opakovanim, kde k=3 a n=5.

3+5-1) (7) 7! 7654321
3-1 ) \2) 2151 2154321

21.

Pocet tychto kombindcii je (

Janka si moZe vybrat’ Brumikov 21 spésobmi.

Uloha 4.25: V obchode predavaju $tyri druhy Brumikov (vanilkové, jahodové, Gokoladové a
medové). Janka si chee kupit’ 3 Brumikov. Kol'kymi r6znymi spdsobmi si ich moze vybrat'?
RieSenie:

Ide o ulohu, kedy si zo $tyroch skupin objektov (vanilkové, jahodové, ¢okoladové a medové
Brumiky) vyberame tri kusy. Ulohu teda rie§ime pomocou kombinacii s opakovanim, kde k=4

an=3.

4+3-1) (6 | 6.5.4.3.2.
+ j:[j 6! 654321

Pocet tychto kombinacii je = = =
4-1 3) 3131 3.2.1.3-.2-1

Janka si moZe vybrat’ Brumikov 20 sposobmi.
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Uloha 4.26: V obchode predavaju $tyri druhy Brumikov (vanilkové, jahodové, &okoladové a
medové). Pani ucitel’ka si pre svojich ziakov na MDD chce kuapit’ 20 Brumikov. Kol'kymi
réznymi spdsobmi si ich moze vybrat'?

RieSenie:

Ide o tlohu, kedy si zo Styroch skupin objektov (vanilkové, jahodové, ¢okoladové a medové
Brumiky) vyberame dvadsat’ kusov. Ulohu teda rie§ime pomocou kombinacii s opakovanim,

kde k=4 a n=20.

Pocet tychto kombinAcii je 4+20-1)_(23)_ 23!
4-1 3 3120!

_23-22-21-20-19-18-17-16-15-14-13-12-11-10-9-8-7-6-5-4-3- 2.1
3-21-20-19-18-17-16-15-14-13-12-11.10-9-8-7-6-5-4-3- 2.1

=1771.

Pani uditel’ka si mozZe vybrat’ Brumikov 1 771 sposobmi.
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5 RieSime ulohy na pravdepodobnost’

Viaceré ulohy z pravdepodobnosti uzko suvisia s rieSenim tuloh z kombinatoriky.
V zivote sa Castokrat zamyslame, aka je Sanca ¢i pravdepodobnost, Ze nastane alebo
nenastane nejaky jav.

Cielom tejto kapitoly je naulit’ Citatela, ako modze riesit jednoduché ulohy
z pravdepodobnosti. Citatel' sa nau¢i pouZivat pojmy $anca a pravdepodobnost’ na trovni
ziaka zékladnej skoly a riesit’ slovné ulohy s touto tematikou. Oboznami sa tu aj s pojmami

isty jav a nemozny jav a bude vediet’ riesit’ slovné tlohy na tieto javy.

Vysvetlenie 1:

Pojem pravdepodobnost’ nebudeme presne definovat. Uspokojime sa stym, ze
pravdepodobnost’, Ze nastane nejakd udalost’, budeme chéapat’ ako podiel poctu priaznivych
pripadov a poctu vsetkych moznych pripadov.

Pri hode kockou moézu padnut cisla 1, 2, 3, 4, 5, 6, ¢o je Sest rovnako
pravdepodobnych moznosti. Preto hovorime, Ze pravdepodobnost’, ze pri hode kockou padne
Sestka, je jedna Sestina. Pravdepodobnost’ méZeme okrem zlomku vyjadrit’ aj desatinnym
¢islom alebo percentami. Kedze 1 : 6 = 0,1667 = 16,67%, je pravdepodobnost’ toho, ze pri
hode kockou padne Sestka, 0,1667 alebo 16,67%.

Ak hodime jednoeurovou mincou, mdze padnit’ na dve strany (narodnt a eurdpsku).
Preto hovorime, Ze pravdepodobnost, Ze pri hode jednoeurovou mincou padne narodna
strana, je jedna polovica. Ak tato pravdepodobnost’ vyjadrime desatinnym ¢islom, je to 0,5,
ak percentami, je to 50%.

Pravdepodobnosti teda priradujeme ¢iselni hodnotu. Istému javu priradime cislo 1,
nemoznému javu Cislo 0. Jav, ktory s istotou nastane, méa teda pravdepodobnost’ 1 (alebo
100%). Jav, ktory nemoze nastat’, ma pravdepodobnost’ 0. Jav, ktory nastat’ moze, ale nemusi,

bude mat’ pravdepodobnost’ vacsiu ako nula a mensiu ako 1.

Uloha 5.1: Manzelia Novékovci §li na ples poziarnikov. V tombole sa predavalo 1000 listkov
avsetky apredali. Pan Novak si kuapil 10 listkov, pani Novakova dvadsat. Aka je
pravdepodobnost, Ze pan Novak vyhra prvi cenu? Akéd je pravdepodobnost, Ze pani

Novékova vyhra prvi cenu? Aka je pravdepodobnost’, Ze prvli cenu vyhraju Novéakovcei?
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RieSenie:

Prvi cenu budu zrebovat’ z tisic moznych listkov. Teda celkovy pocet moznosti je 1000.
Pan Novék si kupil 10 listkov, teda priaznivych moznosti pre pana Novaka je 10.
Pravdepodobnost’, Ze pan Novak vyhra prvu cenu, je teda 10 : 1000 = 0,01 = 1%.
Pani Novakova si kupila 20 listkov, teda priaznivych moznosti pre pani Novakovu je 20.
Pravdepodobnost’, Ze pani Novakova vyhra prva cenu, je teda 20 : 1000 = 0,02 =2%.
Novakoveci si kupili 30 listkov, teda priaznivych moznosti pre Novéakovcov je 30.

Pravdepodobnost’, Ze Novakovci vyhraju prvi cenu, je teda 30 : 1000 = 0,03 = 3%.

Uloha 5.2: Janko a Marienka hrali cely vecer kocky. Hadzali naraz dvoma kockami. Ak padol
sucet 12, dala Marienka Jankovi 1 Euro. Ak padol stucet 7, dal Janko 1 Euro Marienke. Na
konci vecera Janko zistil, ze prehral dost’ vel'a peiazi. Povedal Marienke: ,,Dnes si mala vel'ké
Stastie.” Mala Marienka naozaj iba Stastie? Alebo je dovod, preco CastejSie vyhravala?
RieSenie:
Pozrime sa, ako moze dopadniit’ hod dvoma kockami. Zrejme nastane jeden z nasledujtcich
36 pripadov:
141 1+2 1+3 1+4 145 146 2+6 3+6 4+6 5+6 6+6
2+1  2+2 243 244 245 3+5 445 5+5 645
3+1 3+2 343 3+4 4+4 5+4 6+4
4+1 442 4+43 5+3 6+3
5+1 5+2 642
6+1

V prvom stipci st hody, ktoré davaju stéet 2, v druhom hody, ktoré davaju stcet 3, v trefom
hody, ktoré¢ davaju sucet 4, atd’.

Sucet 12, ktory je priaznivy pre Janka, moze padnut’ iba jedinym spdsobom z 36 moznych.
Teda pravdepodobnost’, Ze Janko vyhra 1 Euro, je 1/36.

Sucet 7, ktory je priaznivy pre Marienku, moze padnut’ az Siestimi spdsobmi z 36 moznych.
Teda pravdepodobnost’, Ze Marienka vyhra 1 Euro, je 6/36 = 1/6.

Vidime, Ze Marienka ma pri kazdom hode Sest’krat vysSiu Sancu na vyhru ako Janko.
To, Ze za vecer vyhrala vel’a penazi, nie je teda vecou nahody ¢i $t’astia, ale jej vhodnej

stratégie.
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Uloha 5.3: Anka a Janka hadzali naraz dvoma mincami. Ak obe padli na narodna stranu, dala
Anka Janke 1 Euro. Ak na narodnu stranu padla iba jedna minca, dala 1 Euro Janka Anke. Pre
koho je tato hra vyhodnejsia? Kto bude vyhravat’, ak budu hrat’ dostatocne dlho?

RieSenie:

Ozna¢me si narodnt stranu N a eurdpsku stranu E.

Potom hod dvoma mincami méze dopadnut’ jednym z nasledujtcich 4 spdsobov.

NN NE EN EE

Vidime, ze pre Janku je priaznivy iba jeden pripad, a to NN. Pravdepodobnost’ vyhry Janky je
preto jedna Stvrtina.

Pre Anku st priaznivé az dva pripady, a to NE a EN. Pravdepodobnost’ vyhry Anky je preto
dve Stvrtiny, ¢o je jedna polovica.

Hra je ovela vyhodnejSia pre Anku. Po dostato¢ne dlhej dobe vyhra pomerne vela

penazi na tikor Janky.

Vsimnime si, Ze hazardné hry, ktoré mozu na prvy pohlad vyzerat’ spravodlivo, v skutocnosti

spravodlivé vobec nemusia byt’.

Uloha 5.4: Miska si vymyslela nasledovnt hru. Pod jeden z troch kaliskov ukryje dvojeurovi
mincu. Pride k nej hraé, ktory nevidel, kde ju ukryla a da jej jedno euro. Potom si vyberie
jeden kaliSok tak, Ze na neho poloZzi ruku, ale nepohne nim. MiSka potom jeden zo zvySnych
kaliSkov odkryje, samozrejme ten prazdny. Zostani teda dva kalisky, pod jednym je
dvojeurova minca. Hrad¢ si moze ponechat pdvodny kaliSok, alebo zmenit’” rozhodnutie
a vybrat’ si ten druhy, ¢o ostal. Ten zdvihne a ak je pod nim minca, vezme si ju ako vyhru.
Miska tvrdi, ze hra je spravodliva, lebo hrac¢ si napokon vybera jeden z dvoch kaliskov, a teda
ma Sancu vyhrat' v polovici pripadov. Mé pravdu? Alebo je mozZnost’, ako Misku pripravit’
0 peniaze?

RieSenie:

To, ze v druhej faze vzdy zmenite svoje rozhodnutie, je navod, ako obrat’ Misku o peniaze.
Preco?

Na zaéiatku si totiz vyberate jeden z troch kaliskov. Sanca, Ze si vyberiete ten, pod ktorym nie
je minca, je teda dve tretiny. Potom MiSka otoCi ten druhy prazdny kaliSok. Vy nasledne
zdvihnete ten, pod ktorym je minca a vezmete si ju. Mate teda Sancu vyhrat’ dve tretiny, a nie

jedna polovica, ako si Miska myslela.
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Uloha 5.5: Vo vrectisku st 4 Eervené a 5 bielych guli¢iek.
a) Aka je pravdepodobnost, Ze ked’ nahodne vyberieme jednu guli¢ku, tak bude ¢ervena?
b) Kolko najmenej guli¢iek musime naraz vybrat’, aby sme mali istotu, Ze aspon jedna
Z vybranych guliciek je Cervena?
¢) Kolko najmenej guli¢iek musime naraz vybrat, aby sme mali istotu, ze vo vybere
mame aspon dve gulicky rovnakej farby?

d) AKka je pravdepodobnost’, Ze ak naraz vyberieme dve guli¢ky, buda obe ¢ervené?

RieSenie:

a) Guliciek je spolu 9. Cervené su styri. Teda pravdepodobnost’, Ze vyberieme erventi
gulicku, je Styri devitiny.

b) Ak by sme vytiahli 5 alebo menej guli¢iek, mohli by byt’ vSetky biele. Preto ak
chceme mat’ istotu, Ze sme vytiahli aspon jednu ¢ervenu guli¢ku, musime naraz
vybrat’ aspor Sest’ guliiek.

€) Ak by sme vytiahli 2 guli¢cky, mohla by byt’ jedna ¢ervena a druha biela. Preto ak
chceme mat’ istotu, Ze vo vybere mame aspon dve guli¢ky rovnakej farby,
musime naraz vybrat’ aspon tri gulicky.

d) Tento pripad je trochu zlozitejsi.

Oznaéme si Cervené gulicky C1, Cz, C3, C4 a biele By, B2, B3, Ba, Bs.

Potom t'ah dvoch guli¢iek moze skoncit’ jednym z tychto 36 sposobov:

CiC2 CiCs CiCs CiB1 CiB2 CiBs CiBs CiBs
CoCs CoCs CoB1 CoB2 CoBs C2Bs CoBs
C3:Cs C3B1 CsB2 CsBs Cs3Bs C3Bs
CsB1 Cs4B2 CsBs CsBs C4Bs
BiB> BiBs BiBs BiBs
B2Bs B2Bs B2Bs
BsBs Bs3Bs
B4Bs
Pre zadanie ulohy je vSak priaznivych iba 6 spdsobov, a to:
CiC2 CiCs CiCs CoCs CoCs C3Cs
Pravdepodobnost’, Ze ak naraz vyberieme dve gulicky, tak budu obe Cervené, je Sest’

tridsat’Sestin, €o je jedna Sestina.
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Uloha 5.6: Pri hre Clovece, nehnevaj sa treba na zaGiatku hodit’ Sestku. Niekedy méame
dojem, ze to trva vecne.

Skuste si zahrat’ zaliatok tejto hry stokrat (ak ste skupinka, pojde vam to rychlejsie)
a zapisujte si, v kol’kych pripadoch vam padla Sestka na prvy pokus, v kol’kych aZz na druhy,
v kol’kych az na treti, atd’. Mozno zistite, Ze na prvy pokus je to najcastejsie. Alebo nie je?
RieSenie:

Vysvetlenie tejto lohy zatial’ mierne prevysuje nase vedomosti.

Vieme, ze pravdepodobnost’, ze na prvy pokus padne Sestka, je jedna Sestina.

Aka je pravdepodobnost’, ze Sestka padne az na druhy pokus? Z 36 moznych vysledkov dvoch
hodov kockou je priaznivych 5 pripadov, ato 1 a 6, 2 a 6, 3 a 6, 4 a 6, 5 a 6.
Pravdepodobnost’, Ze Sestka padne az na druhy pokus, je teda 5/36.

Podobne sa da ukézat, Zze pravdepodobnost, Ze Sestka padne az na treti pokus, je 25/216,
pravdepodobnost’, Ze Sestka padne az na Stvrty pokus, je 125/1296, atd’., teda vzdy o nieco
mene;j.

Pamiitajte na to, ked’ budete nabudiice hrat’ Clovece, nehnevaj sa.

Uloha 5.7: Janko naraz hade dvoma hracimi kockami. Aké je pravdepodobnost’, Ze hodi
sucet 7?7 Aka je pravdepodobnost’, Ze hodi stcet 11?

Nespravne rieSenie:

Pri hode dvoma kockami méze padnut’ sucet 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, teda 11 réznych suctov.
Preto pravdepodobnost’, Ze padne sucet 7, je 1/11. Podobne, pravdepodobnost’, Ze padne sucet
11, je 1/11.

Toto rieSenie nie je spravne, lebo sucty 2,3.4,5,6,7,8,9,10,11,12 nie st pri hode dvoma
kockami rovnako pravdepodobné.

Spravne rieSenie:

Pri hode dvoma kockami mo6Zzu nastat’ tieto pripady:

1+1 142 143 1+4 1+5 146

2+1  2+2 243 2+4 245 246

3+1 3+2 343 3+4 3+5 3+6

4+1 4+2 4+3  4+4 445 446

5+1 5+2 5+3 5+4 545 546

6+1 6+2 6+3 6+4 645 646

Vsetkych moznych rovnako pravdepodobnych pripadov je teda 36.
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Sucet 7 moze teda padnut’ 6 spdsobmi (1+6,2+5,3+4,4+3,5+2,6+1). Preto pravdepodobnost’,
Ze padne sucet 7, je 6/36=1/6.

Sucet 11 mdze teda padnit’ 2 spoésobmi (5+6,6+5). Preto pravdepodobnost’, Ze padne sticet
11, je 2/36=1/18.

Uloha 5.8: Janko naraz hadZe $tyrmi mincami. Aké je pravdepodobnost’, Ze pri hode padnu
vSetky Styri mince na rub? Aka je pravdepodobnost’, Ze pri hode padnt prave dve mince na
rub?

Nespravne rieSenie:

Pri hode 4 mincami m6zu na rub padnut’ 4,3,2,1,0 minci. Mame teda 5 roéznych vysledkov
pokusu. Preto pravdepodobnost, Ze na rub padni vsSetky 4 mince, je 1/5. Podobne,
pravdepodobnost’, Ze na rub padnl prave dve mince, je tiez 1/5.

Toto rieSenie nie je spravne, lebo javy, Ze na rub padnu 4,3,2,1,0 minci, nie st pri hode 4
mincami rovnako pravdepodobné.

Spravne rieSenie:

Ozna¢me si rub R a lic L. Pri hode 4 mincami m6Zu nastat’ tieto pripady:

RRRR

RRRL RRLR RLRR LRRR

RRLL RLRL RLLR LRRL LRLR LLRR

RLLL LRLL LLRL LLLR

LLLL

Vsetkych moznych rovnako pravdepodobnych pripadov je teda 16.

Vsetky mince na rub méZu padnut’ iba jednym spdsobom. Preto pravdepodobnost’, Ze padnu
vSetky mince na rub, je 1/16.

Prave dve mince na rub mo6zu padnit’ 6 spoésobmi. Preto pravdepodobnost’, Ze prave dve

mince padnu na rub, je 6/16=3/8.

Uloha 5.9: Silvia a Monika st spoluziadky pochadzajiice z roznych rodin. Ich mamicky prave
cakaju babitko. Aké je pravdepodobnost’, Ze obe budil mat’ sestricku?

RieSenie:

Mo67Zu nastat’ tieto Styri pripady:

Silvia mé braceka a Monika ma brac¢eka

Silvia ma braceka a Monika ma sestricku

Silvia ma sestricku a Monika méa braceka
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Silvia m4 sestricku a Monika m4 sestricku

Preto pravdepodobnost’, Ze obe budi mat’ sestri¢ku, je jedna Stvrtina alebo 25%.

Uloha 5.10: Janka vymyslela nasledovnt hru. Hra¢ vlozi do banku 1 Euro. Potom naraz hodi
troma kockami. Ak bude stcet vacsi ako 15, vyhrava 15 Eur a vrati sa mu aj vklad z banku.
Inak pride o svoj vklad.
Aka je pravdepodobnost’, ze sucet pri hode troma kockami je vac¢si ako 15?
Je tato hra spravodliva? Alebo je vyhodna pre Janku?
RieSenie:
Najskor si vypiSeme pripady, ako moze pri hode troma kockami padnut’ sucet 18, 17 a 16. Su
to tieto pripady:
6+6+6 6+6+5 6+6+4
6+5+6 6+4+6
5+6+6 4+6+6

6+5+5

5+6+5

5+5+6
Sucet vicsi ako 15 moZe pri hode troma kockami padntt’ 10 r6znymi spdsobmi.
Pri hode troma kockami je celkovo 6 . 6 . 6 = 216 spdsobov, ako moze takyto hod dopadnut’
(Sest’ moZnosti na prvej kocke, Sest’ na druhej, Sest’ na tretej, pouzijeme pravidlo sucinu).
Preto pravdepodobnost’, Ze pri hode troma kockami padne sucet vicsi ako 15, je 10/216,
¢o je priblizne 4,6%.
Predpokladajme, ze by si hra¢ zahral hru 216-krat so vSetkymi moznymi réznymi vysledkami.
Hrac by vsadil do banku 216 Eur.
206 hier by prehral, teda priSiel by o 206 Eur.
V 10 hrach by vyhral 10 . 15 =150 Eur.

Vidime, Ze hra je pre hraca nevyhodna a pre Janku vyhodna.

Uloha 5.11: Janka vymyslela nasledovna hru. Hra¢ vlozi do banku 1 Euro. Potom naraz hodi
troma mincami. Ak padnt vSetky na rovnaku stranu, vyhrava vopred uréenll sumu a vrati sa
mu aj vklad z banku. Inak pride o svoj vklad.

Ak4 je pravdepodobnost’, Ze pri hode troma mincami padnu vSetky na rovnaku stranu?

Aké4 ma byt’ vyhra, aby hra bola spravodliva?

Aké ma byt’ vyhra, aby hra bola vyhodna pre Janku?
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RieSenie:

Oznaéme si strany mince ako N (narodnd) a E (eurdpska).

Pri hode tromi mincami mdze nastat’ tychto osem pripadov:

NNN, NNE, NEN, NEE, ENN, ENE, EEN, EEE

V dvoch z nich vSetky mince padnu na rovnaku stranu.

Preto pravdepodobnost’, Ze pri hode troma mincami padnu vSetky na rovnaku stranu, je
2/8, teda 1/4 alebo 25%.

Predpokladajme, ze by si hrac¢ zahral hru 8-krat so vSetkymi moznymi r6znymi vysledkami.
Hrac by vsadil do banku 8 Eur.

6 hier by prehral, teda prisiel by o 6 Eur.

V 2 hrach by vyhral.

Aby hra bola spravodliva, vyhra musi byt’ 3 Eura.

Ak bude vyhra menej ako 3 Eura, je hra vyhodna pre Janku.

Uloha 5.12: Skupina 4 chlapcov a4 dievéat (maju rozne mena) sa rozhodla, e vytvoria 4
dvojice, ktoré pdjdu spolu do kina. Kazdy chlapec si vyZrebuje jedno dievca, s ktorym pdjde.
Jankovi sa vel'mi paci Miska.

Aka je pravdepodobnost’, ze Janko pojde s Miskou?

Ak4 je pravdepodobnost’, Ze Moniku si vyZrebuje Marek?

Kolky v poradi si ma zrebovat’ Janko, aby mal ¢o najvicsiu pravdepodobnost’, zZe pdjde s
Miskou?

RieSenie:

Kazdy chlapec ma 4 moZné dievcatd, s ktorymi mozZe ist. Preto pravdepodobnost’, Ze Janko
pojde s Miskou, je jedna Stvrtina alebo 25%.

Kazdé dievéa ma 4 moznych chlapcov, s ktorymi moze ist. Preto pravdepodobnost’, Ze si
Moniku vyZrebuje Marek, je jedna $tvrtina alebo 25%.

Z vysSie uvedeného vyplyva, Ze je jedno, kol’ky v poradi si Janko bude Zrebovat’.
Pravdepodobnost’, Ze Janko pojde s MiSkou, je jedna Stvrtina bez ohPadu na to, ¢i si

Zrebuje ako prvy, druhy, treti alebo posledny.

Skuasme si posledny zaver zdovodnit’ aj inak. Predstavme si, Zze Janko zrebuje ako druhy. Prvy

bol povedzme Marek. Zrebovania mohli dopadniit’ takto:
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Marek pdjde s Janko pdjde s
Miska Monika
Miska Peta
Miska Zuzka

Z 12 moznych pripadov sa Jankovi usla Miska v troch. Preto pravdepodobnost’, Ze Janko
pojde s Miskou, je 3/12 = 1/4 = 25%.
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6 Stredné hodnoty a miery variability

Cielom tejto kapitoly je naucit’ Citatela najCastejSie pouzivané stredné hodnoty

a miery variability so Specialnym dorazom na aritmeticky priemer a jeho pouzitie.

Aritmeticky priemer
Aritmeticky priemer zadanych ¢isel vypocitame tak, ze vSetky cCisla s¢itame a ziskany sucet

vydelime poctom c¢isel.

Uloha 6.1: Misko meria 146 cm a Pal’ko 132 cm. Ak je ich priemerna vyska?

RieSenie:

Najskor s¢itame obe Cisla: 146 + 132 =278

Teraz sucet vydelime dvoma: 278 : 2 =139

Zaver: Ich priemerna vyska je 139 cm.

Pozorovanie:

Vsimnime si, ze Misko je od priemernej vysky o 7 cm vyssi, Pal'ko zasa o 7 cm niZsi.

Této skuto€nost’ nie je nahodna.

Pri priemere dvoch roznych &isel je jedno z nich od priemeru vacsie presne o tol'ko, o kol'ko

je to druhé mensie.

Uloha 6.2: V tabul’ke st uvedené vysky ziakov 7.B. Aka je priemerna vyska ziaka v tejto
triede?

138cm | 139cm | 142cm | 142cm | 144cm | 145cm | 146cm | 148 cm | 148 cm

150cm | 151 cm | 153¢cm | 153cm | 154cm | 155¢cm | 155¢cm | 157 cm | 162 cm

RieSenie:

Najskor vsetky cisla s¢itame:
138+139+142+142+144+145+146+148+148+150+151+153+
153+154+155+155+157+162=2682

Pocet vsetkych ziakov triedy je 18.

Preto sucet vSetkych ¢isel vydelime ¢islom 18.

2682 : 18 = 149

Zaver: Priemerna vySka ziakov 7.B je 149 cm.
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Pozorovanie:

Vsimnime si, Ze presne polovica ziakov je od priemernej vysky nizsia a polovica zasa vyssia.
Priblizne takto aj chapeme aritmeticky priemer — ako hodnotu, ktora je priblizne v strede.
Tato skutocnost’ v§ak neplati vzdy. Plati vSak, ze priemerna hodnota ¢isel nie je menSia ako

evive

ze priemerna vyska bude vicsia ako 138 cm a mensia ako 162 cm.

Uloha 6.3: Priemerna vyska Ani¢ky, Julky a Silvie je 147 cm. Ani¢ka meria 140 cm, Julka
145 cm. Kol'ko meria Silvia?

RieSenie 1:

Dievcata su tri a ich priemerna vyska je 147 cm.

Preto sucet ich vySok musi byt’ 3 - 147 = 441 cm.

Silvia teda meria 441 — 140 — 145 = 156 cm.

Zaver: Silvia meria 156 cm.

RieSenie 2:

Anicka je od priemeru o 7 cm niz$ia a Julka je od priemeru 0 2 cm niz$ia.
Preto Silvia musi byt’ od priemeru o 9 cm vyssia.

Silvia teda meria 9 + 147 = 156 cm.

Zaver: Silvia meria 156 cm.

Uloha 6.4: Jozko mé4 z matematiky $tyri jednotky, dve dvojky a trojku. Aky je priemer jeho
znamok? Kol'ko jednotiek musi eSte dostat’, aby mal priemer lepsi ako 1,57

RieSenie:

Sucet Jozkovych znamok je 1+1+1+1+2+2+3=11.

Pocet jeho znamok je 7.

Jeho priemer je teda 11:7=1,57.

Ak by dostal eSte jednu jednotku, bol by stcet jeho znamok 12, pocet 8, ateda priemer
12:8=15.

Ak by dostal este dve jednotky, bol by sucet jeho znamok 13, pocet 9, ateda priemer
13:9=1,44.

Zaver: Priemer Jozkovych znamok je priblizne 1,57. Na to, aby bol jeho priemer lepSi

ako 1,5, musi dostat’ eSte aspon dve jednotky.
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Uloha 6.5: V triede je 12 chlapcov a 7 diev&at. Priemerna vyska chlapca je 148 cm, dievéata
142 cm. Aka je priemerna vyska ziaka v triede?

RieSenie:

Problém je v tom, ze nepozname presné vysky ziakov, iba priemery dvoch skupin ziakov
(chlapcov a dievcat).

Ked’ze priemerna vyska chlapca je 148 cm a chlapcov je 12, musi byt’ sucet ich vysSok 12 -
148 =1 776 cm.

Podobne, pretoze priemerna vyska dievCata je 142 cm a dievcéat je 7, musi byt sucet ich
vysSok 7 -142 =994 cm.

Sucet vysok vsetkych Ziakov je potom 1 776 +994 =2 770 cm.

Pretoze ziakov je 19, ich priemernd vyska je 2 770 : 19 = 145,79.

Zaver: Priemerna vyska Ziaka v triede je 145,79 cm.

Pozorovanie:

Vsimnime si, ze nemdzeme jednoducho spriemerovat’ ¢isla 148 cm a 142 cm. Ich priemer je
totiz 145 cm, ¢o vSak nepredstavuje priemernt vySku ziaka v triede. Priemer Cisel teda
nemozno pocitat’ tak, Ze vezmeme priemery dvoch ¢i viacerych podskupin a z tychto

priemerov vypocitame priemer celej skupiny.

Uloha 6.6: Balik obsahujuci 200 vykresov mé4 hrabku 4 cm. Ak4 je hrabka jedného vykresu?
RieSenie:

Hrubka jedného vykresu je 4 : 200 = 0,02 cm = 0,2 mm.

Zaver: Hrubka jedného vykresu je 0,2 mm.

Pozorovanie:

Vsimnime si, ze aj takto mozno vyuzit’ poznatky o aritmetickom priemere.
Pri vypocte aritmetického priemeru treba byt opatrni, ako to vidno aj na nasledujticej tilohe.
Uloha 6.7: Nakladny automobil $iel z mesta A do mesta B vzdialeného 120 km priemernou

rychlostou 40 km/h a spét’ priemernou rychlostou 60 km/h. Vypocitajte priemernu rychlost’

automobilu na trase tam a spat’.
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Nespravne rieSenie:

Ak by sme vypocitali aritmeticky priemer rychlosti, ziskame vysledok

=50 km/h. Je to spravne?

Z mesta A do mesta B iSiel automobil rychlost'ou 40 km/h, teda mu to trvalo 3 hodiny.

Z mesta B spét’ do mesta A iSiel automobil rychlostou 60 km/h, teda mu to trvalo 2 hodiny.
Celkovo teda iSiel 5 hodin. Ak by jeho priemerna rychlost’ bola 50 km/h, musel by prejst
250 km. Ale cesta z mesta A do mesta B a spat’ ma iba 240 km!

Spravne rieSenie:

Automobil Siel z A do B rychlostou 40 km/h, teda prisiel za 3 hodiny. Spét’ Siel rychlost'ou 60
km/h, teda priSiel za 2 hodiny. Spolu teda presiel 240 km za 5 hodin. Jeho priemerna rychlost’

teda bola % =48 km/h .

Na nasledujtcich dvoch ulohach si zasa ukazeme, ze aritmeticky priemer nie vzdy vyjadruje
to, ¢o od neho ocakavame, a to vykon typického jedinca, od ktorého je priblizne polovica
jedincov horsich a polovica lepsich. Preto, aj ked” ho vsak ur¢ime spravne, este stale nemusi
byt’ najvhodnejSou charakteristikou pre hodnoty znaku v stibore. Je totiz vel'mi ovplyvnitel'ny
extrémnymi hodnotami, ktoré sa poc¢as experimentu mézu nahodne vyskytnut’, hoci v celom

zakladnom subore je pocetnost’ ich vyskytu vel'mi mala.

Uloha 6.8: V experimente bolo tlohou Ziakov navliect 60 koralikov na nit’ za ¢o najkratsi
&as. Experimentu sa za¢astnili Siesti Ziaci. Casy piatich z nich boli 120, 150, 180, 200 a 240
sekind. Siestemu sa v§ak tloha vobec nedarila a preto jeho ¢as bol az 1800 sekind. Vyjadruje
aritmeticky priemer vykon jedinca, od ktorého je priblizne polovica jedincov horSich
a priblizne polovica jedincov lepsich?

RieSenie:

120+150+180+ 200+ 240+1800 2690

6

Ako vidime, aritmeticky priemer nezodpoveda vykonu jedinca, od ktoré¢ho je priblizne

Aritmeticky priemer je 1448 sekund.

polovica horSich a polovica lepSich. Je totiZ vel'mi ovplyvneny tym, Ze sa do ndhodného
experimentu dostalo jedno motoricky nie vel'mi zru¢né dieta. V tomto pripade aritmeticky

priemer nie je vhodnou charakteristikou suboru.
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Uloha 6.9: V podniku pracuje sedem zamestnancov, ktorych mzda je 500, 550, 600, 630, 650,
680 a 710 Eur. Podnik riadia dvaja manazéri so mzdou 1400 eur. Akd je priemernd mzda
v podniku?

RieSenie:

Aritmeticky priemer je 500+550+ 600+ 630+ 650+ 680+ 710+1400+1400 1791 Eur.

9

Ako vidime, priemernd mzda nevyjadruje hodnotu, od ktorej priblizne polovica I'udi zaraba

viac a polovica menej. V tomto pripade taku vysoki mzdu okrem dvoch manazérov nema

nikto.

Uloha 6.10: V tabulke st uvedené vysledky 109 Ziakov v teste z matematiky. Uréte

aritmeticky priemer tychto ziakov v tomto teste.

Pocet bodov Podet ziakov

2

5

8

11

14

17

16

13

10

8

BSlo|o|N|o|la|s|w|Niko

5

RieSenie:
2-0+5-1+8-2+11-3+14-4+17-5+16-6+13-7+10-8+8-9+5-10 584

X = 115,36
2+5+8+11+14+17+16+13+10+8+5 09

Aritmeticky priemer poc¢tu bodov v tomto teste je priblizne 5,36.

Stredné hodnoty
NajCastejSie pouzivané stredné hodnoty su aritmeticky priemer, geometricky priemer,

harmonicky priemer, modus, median, kvartily a percentily.
Geometricky priemer

Geometricky priemer danych n kladnych ¢isel vypocitame tak, ze najprv vSetkych n hodnot

vynasobime a potom zo ziskaného sucinu vypocitame n-tu odmocninu.
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Uloha 6.11: V teste z dejepisu dosiahlo 12 Ziakov tieto vysledky: 5, 7, 11, 11, 13, 15, 18, 20,
22,25, 26, 28. Vypocitajte geometricky priemer tejto skupiny ziakov v danom teste.
RieSenie:

Geometricky priemer je

Teda: ¥/5-7-11-11-13-15-18-20-22- 25- 26 - 28 = ¥119037718800000 [] 14,89 .

Geometricky priemer Ziakov v teste z dejepisu je 14,89.

Harmonicky priemer
Harmonicky priemer danych kladnych c¢isel vypocitame tak, Ze najprv urcime sucet

prevratenych hodnot vsetkych Cisel a potom tymto suctom vydelime ich pocet.

Uloha 6.12: V teste z dejepisu dosiahlo 12 ziakov tieto vysledky: 5, 7, 11, 11, 13, 15, 18, 20,
22,25, 26, 28. Vypocitajte harmonicky priemer tejto skupiny ziakov v danom teste.

RieSenie:

Najprv ur¢ime sucet prevratenych hodnét.

l+l+i+i+i+i+i+i+i+i+i+iﬂ0,93345
5 7 11 11 13 15 18 20 22 25 26 28
Teraz tymto suctom vydelime pocet Cisel.

12

0,93345

12,86

Harmonicky priemer Ziakov v teste z dejepisu je 12,86.

Teraz sa vratme k ulohe 6.8 0 navliekani koralok Siestimi detmi z Casti 0 aritmetickom

priemere.

Uloha 6.13: Vypogitajte harmonicky priemer tdajov z ulohy 6.8.
RieSenie:
Najprv uréime sucet prevratenych hodnot.

1 1 1 1 1 1
—t—t—+—+
120 150 180 200 240 1800

Teraz tymto stc¢tom vydelime pocet ¢isel.

__6 1198
0,030278

[J0,030278

Harmonicky priemer ¢asov deti navliekajucich koraliky je 198 sekind.
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Vidime, ze vtomto pripade harmonicky priemer ovela lepSie charakterizuje vykon

»priemerného* jedinca ako aritmeticky priemer.

Median
Median je ta hodnota z radu hodnot zoradeného podla velkosti, ktora deli tento rad na
polovice. V pripade parneho poctu hodndt povazujeme za median aritmeticky priemer

prostrednych dvoch hodnot.

Uloha 6.14: Uréte median z hodnét 5, 8, 7, 12, 13, 6, 8, 4, 3, 2.

RieSenie:

Hodnoty usporiadame podl’a velkosti: 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 8, 12, 13.

Pretoze pocet hodndt je 10, medianom je aritmeticky priemer 5. a 6. hodnoty (t.].
prostrednych dvoch).

Medidn = 6+T7: 6.5.

Median hodnot je 6,5.

Uloha 6.15: Uréte median z hodnét 5, 8, 7, 12, 13, 6, 4, 3, 2.

RieSenie:

Hodnoty usporiadame podl'a velkosti: 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 12, 13.

Pretoze pocet hodnot je 9, medianom je piata hodnota v poradi (t.j. prostrednd).

Median hodnot je 6.

Modus
Modus je ta hodnota, ktord sa vyskytuje najcCastejSie. Tato hodnota musi byt urCena

jednoznacne, inak nemozno uviest’ modus.

Uloha 6.16: Uréte modus z hodnot 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5,5,6,6,7.
RieSenie:

Najcastejsie sa vyskytujucou hodnotou je 4, ktora sa vyskytuje trikrat. Teda modus je 4.
Uloha 6.17: Uréte modus z hodnét 2, 3, 3,4, 4,4,5,5,6, 6, 6, 7.

RieSenie:

Pretoze hodnoty 4 a 6 sa obe vyskytuju trikrat, modus nemozZno uviest’.
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Percentily, Kvartily

Percentily st tie hodnoty z radu hodnét zoradené¢ho podla velkosti, ktoré sa vyskytuju na
pozicii uréenej percentami.

Napriklad hodnota, ktora je 70. percentilom, je vacSia od 70% hodndt a mensia od 30%
hodnét.

Podobne hodnota, ktora je 10. percentilom, je vacSia od 10% hodn6t a mensia od 90% hodnot.
Median je 50. percentil. 25. percentil nazyvame 1. kvartil. 75. percentil nazyvame 3.
kvartil. 1. kvartil je teda hodnota, ktora je véacsia od 25% hodndt a mensia od 75% hodnot.

Podobne, 3. kvartil je hodnota, ktora je vi¢sia od 75% hodndt a mensia od 25% hodnét.

Uloha 6.18: V teste, ktory pisalo 2312 ziakov, bolo 754 Ziakov od Janka hordich. Aky je
Jankov percentil? Kol'ko bodov v teste ziskal Janko?

RieSenie:

Percentil urcuje, od kol’ko percent Ziakov bol Janko lepsi.

754 : 2312 = 33%

Jankov percentil je 33.

Percentil nam ni¢ nevravi o tom, kol'’ko bodov Janko ziskal. Na tuto otazku na zaklade udajov

Vv ulohe nemoZno odpovedat’.

Uloha 6.19: Na Testovani 9 sa za&astnilo priblizne 43000 Ziakov. Od Janka ich bolo lepsich
priblizne 7500. Aky je Jankov percentil?

RieSenie:

Od Janka bolo lepsich priblizne 7500 ziakov.

Teda on bol lepsi priblizne od 43000 — 7500 = 35500 ziakov.

35500 : 43000 = 83%

Jankov percentil je 83.

Uloha 6.20: Na Testovani 9 sa zagastnilo priblizne 43000 Ziakov. Miskin percentil bol 62. Od
kol'kych ziakov bola lepsia? Od kol'kych ziakov bola horsia?

RieSenie:

0,62 . 43000 = 26660

Miska bola lepSia pribliZzne od 26660 Ziakov a horsia pribliZne od 43000 — 26660 = 16340

Ziakov.
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Miery variability
Doteraz sme sa venovali strednym hodnotdm. Teraz sa oboznamime s najcastejSie
pouzivanymi mierami variability. Su to varia¢né rozpitie, priemerna odchylka, smerodajna

odchylka, rozptyl a Pearsonov variaény koeficient.

Varia¢né rozpiitie

Variacné rozpitie je rozdiel medzi najvacsou a naymensou hodnotou.

Uloha 6.21: V teste z dejepisu dosiahlo 12 Ziakov tieto vysledky: 5, 7, 11, 11, 13, 15, 18, 20,
22,25, 26, 28. Vypocitajte varia¢né rozpitie.

RieSenie:

Rozdiel medzi najvi¢Sou a najmenSou hodnotou je 28-5=23.

Variacné rozpitie je 23.

Priemerna odchylka

Priemerna odchylka je aritmeticky priemer z absolitnych hodno6t odchylok vsetkych hodnot

D

X—X‘

rozdelenia od ich aritmetického priemeru. Vypocitame ju podl'a vzorca e =
n

Uloha 6.22: Vypocitajte priemernt odchylku hodndt 16, 17, 19, 20, 21, 21.
RieSenie:

Najprv uréime aritmeticky priemer hodnot.
(16+17+19+20+21+21):6=114:6=19

Aritmeticky priemer je teda 19.

Teraz ur¢ime absolutnu hodnotu rozdielov hodnoét a aritmetického priemeru.
|16-19|=3, |17-19|=2, |19-19|=0, |20-19|=1, |21-19|=2, |21-19|=2

Napokon ur¢ime priemer absolitnych hodnét rozdielov.
3+2+0+1+2+2):6=10:6=1,67

Priemerna odchylka hodnét 16, 17, 19, 20, 21, 21 je 1,67.
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Rozptyl a smerodajna odchylka, Pearsonov variaény koeficient
Rozptyl je sucet stvorcov odchylok vSetkych hodnét rozdelenia od ich aritmetického priemeru

deleny poétom hodnét (pripadne poctom hodnét zmenSenym o 1, ak pocitame rozptyl

n —\2 n —\2
2% -x) 25 -x)
vyberu). Vypoéitame ho podl'a vzorca s° :% (resp. s* =12 -] ).
Smerodajna odchylka je odmocnina z rozptylu.
Pearsonov variaény koeficient je podielom smerodajnej odchylky a aritmetického priemeru

vyjadreny v percentéach.

Uloha 6.23: Vypocitajte rozptyl, smerodajnii odchylku a Pearsonov variaény koeficient
hodnét 16, 17, 19, 20, 21, 21.

RieSenie 1:

Najprv ur¢ime aritmeticky priemer hodnot.

(16 +17+19+20+21+21):6=114:6=19

Aritmeticky priemer je teda 19.

Teraz ur¢ime druhé mocniny rozdielov hodnét a aritmetického priemeru.

(16-19)%=9, (17-19)?=4, (19-19)>=0, (20-19)>=1, (21-19)%=4, (21-19)*=4

Teraz vypocitame stcet druhych mocnin rozdielov a vydelime ho ¢islom 6 (pocet ¢isel).
9+4+0+1+4+4):5=22:6=3,67

Rozptyl hodnét 16, 17, 19, 20, 21, 21 je pribliZne 3,67.

Smerodajna odchylka je odmocnina z rozptylu.
Smerodajna odchylka hodnét 16, 17, 19, 20, 21, 21 je /3,67 = 1,91.

Pearsonov varia¢ny koeficient je podielom smerodajnej odchylky a aritmetického priemeru
vyjadreny v percentéch.

Pearsonov varia¢ny koeficient hodnét 16, 17, 19, 20, 21, 21 je %L = 10,6%.

RieSenie 2 — pomocou tabul’ky:

Najprv ur¢ime aritmeticky priemer hodnot.
(16+17+19+20+21+21):6=114:6=19
Aritmeticky priemer je teda x=19.

Teraz si vytvorime tabul’ku:
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% % —X (xi — §)2

16 -3 9

17 -2 4

19 0 0

20 1 1

21 2 4

21 2 4
sucet 22

V prvom stipci mame zapisané &isla, v druhom ich odchylku od priemeru a v trefom druht
mocninu tejto odchylky. Sucet tychto druhych mocnin je 22.

Tento sucet vydelime ¢islom 6 (pocet Cisel).

22:6=3,67

Rozptyl hodnét 16, 17, 19, 20, 21, 21 je priblizne 3,67.

Smerodajna odchylka je odmocnina z rozptylu.

Smerodajna odchylka hodnoét 16, 17, 19, 20, 21, 21 je /3,67 =1,91.

Pearsonov variacny koeficient je podielom smerodajnej odchylky a aritmetického priemeru
vyjadreny v percentéach.

Pearsonov variacny koeficient hodnot 16, 17, 19, 20, 21, 21 je 1’1—31 = 10,6%.
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7 Prezentujeme udaje formou tabuliek a grafov

Cielom tejto kapitoly je naucit’ Citatela pojmy pocetnost, relativna pocetnost,
kumulativna pocetnost’ a rieSenie na nich zameranych slovnych tloh. TaktieZ sa oboznamite s
prezentaciou udajov formou tabulky a s grafickym spracovanim tdajov formou kruhového

diagramu a stipcového diagramu.

Statisticka jednotka je zakladny objekt pozorovania, na ktorom skiimame konkrétny jav.
Statistickou jednotkou teda moze byt’ napriklad Ziak (skamame jeho vysku), beZec (skimame
jeho vykon v behu na 12 mintt), krajina (skimame jej pocet obyvatelov).

Statisticky siibor je mnozina vietkych Statistickych jednotiek, na ktorych skiimame
konkrétny jav. Statistickym suborom teda moze byt mnozina Ziakov nasej $koly, mnoZina
bezcov v nasom oddiele, mnozina krajin Eurdpy.

Rozsah §tatistického suiboru je pocet Statistickych jednotiek, ktoré do neho patria. Zvyc¢ajne
ho oznacujeme n.

Statisticky znak alebo premenna je meratelna vlastnost’ Statistickych jednotiek, z ktorych
sa sklada Statisticky stbor. Statistickymi znakmi st napriklad vy$ka &loveka, vykon

V dvanastminutovom behu, pocet obyvatelov krajiny.

Pocletnost’ oznacuje pocet, kolkokrat sa urcity Statisticky znak s danou hodnotou
nachadza v Statistickom siibore.

Napriklad:

- ak pri dvadsiatich hodoch kockou padne osemkrat ¢islo jedna, potom pocetnost’ jednotky je
osem,

- ak ztridsiatich dni v mesiaci September prsalo pocCas deviatich dni, potom pocetnost
dazdivych dni je devit,

- ak na vysvedceni mali z matematiky siedmi Ziaci jednotku, potom pocetnost’ jednotkarov je

sedem.

Relativna pocetnost’ oznacuje, aka Cast’ Statistického suboru ma Statisticky znak s danou
hodnotou. Ziskame ju tak, ze pocetnost’ vydelime rozsahom suboru. Mo6ze, ale nemusi byt’
vyjadrend percentudlne.

Napriklad:
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- ak pri dvadsiatich hodoch kockou padne osemkrat Cislo jedna, potom pocetnost’ jednotky je
0sem a jej relativna pocetnost’ je 8 : 20 = 0,4 = 40%,

- ak z tridsiatich dni v mesiaci september prSalo pocas deviatich dni, potom pocetnost’
dazdivych dni je devét a ich relativna pocetnost’ je 9 : 30 = 0,3 = 30%,

- ak na vysved¢eni mali z matematiky siedmi ziaci jednotku a v triede je 20 ziakov, potom
pocetnost’ jednotkarov je sedem a ich relativna pocetnost’ je 7 : 20 = 0,35 = 35%.

Sucet relativnych pocetnosti vSetkych Statistickych znakov je 1, respektive 100%.

Kumulativna pocetnost’ oznacuje, kol’kokrat v Statistickom subore ma Statisticky znak
hodnotu menSiu alebo rovnu ako dana hodnota (pripadne vacsiu alebo rovnu ako dana
hodnota). Napriklad:

- ak pri dvadsiatich hodoch kockou padne osemkrat Cislo jedna a dvakrat ¢islo dva, potom
kumulativna pocetnost’ pre padnutie ¢isla mensieho alebo rovného dvom je 8 + 2 = 10,

- ak na vysvedéeni mali z matematiky siedmi ziaci jednotku, Styria dvojku a traja trojku,

potom kumulativna pocetnost’ ziakov so zndmkou lepSou alebo rovnou trojke je 7 +4 + 3 =

14.

Relativna kumulativna pocetnost’ oznacuje, aka Cast’ Statistického siiboru ma Statisticky
znak s hodnotou mensou alebo rovnou danej hodnote (alebo vicSou alebo rovnou danej
hodnote). Ziskame ju tak, ze kumulativnu pocetnost’ vyjadrime v percentach.

Napriklad:

- ak pri dvadsiatich hodoch kockou padne osemkrat Cislo jedna a dvakrat ¢islo dva, potom
relativna kumulativna pocetnost’ pre padnutie ¢isla menSieho alebo rovného dvom je
(8+2):20=10:20=50%,

- ak na vysvedceni mali z matematiky siedmi ziaci jednotku, Siesti dvojku a piati trojku,
pricom v triede je 20 ziakov, potom relativna kumulativna pocetnost’ Ziakov so znamkou

lepSou alebo rovnou trojke je (7+ 6 +5) : 20 =18 : 20 = 90%.

Uloha 7.1: Pred koncom roka uzatvaral uditel matematiky koncoroéné znamky svojim 20
ziakom. Jednotku mali MiSka, Hanka, Jurko, Petko, Denis a Michal, dvojku Janka, Anka,
Silvia, Mirka, Denisa, Alex, Milan a Stanko, trojku Natalia, Kristinka, Tibor, Marcel a Boris

a Stvorku mal iba Patrik. Dopliite nasledujtce tabulky.
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Znamka | Pocet- | Relat. | Kumul. | Relat. Pohlavie | Poéetnost’ | Relativna
nost’” | pocet. | pocet. | kumul. pocetnost’
pocet.
1 chlapec
2 dievca
3
4
5
RieSenie:

Pretoze jednotkéarov je 6, ich poéetnost’ je 6. Ziakov je spolu 20. Preto relativna pocetnost
jednotkérov je 6 : 20 = 0,3 = 30%. Do riadku so znamkou 1 teda doplnime do druhého stipca
¢islo 6 a do treticho bud’ 0,3 alebo 30%. To isté doplnime aj pre kumulativnu (resp. relativnu
kumulativnu) pocetnost.

Pretoze dvojkarov je 8, ich pocetnost’ je 8. Relativna pocetnost’ dvojkarov je 8 : 20 = 0,4 =
40%. Do riadku so znamkou 2 teda doplnime do druhého stipca &islo 8 a do treticho bud’ 0,4
alebo 40%. Pocetnost’ ziakov so zndmkou lepSou alebo rovnou dvojke je 6 + 8 = 14. Preto
bude kumulativna pocetnost’ v druhom riadku 14. Relativna kumulativna pocetnost’ potom
bude 14 : 20 = 70%.

Pretoze trojkarov je 5, ich pocetnost’ je 5. Relativna pocetnost’ trojkarov je 5 : 20 = 0,25 =
25%. Pocetnost’ ziakov so znamkou lepSou alebo rovnou trojke je 6 + 8 + 5 = 19. Preto bude
kumulativna pocetnost’ v tretom riadku 19. Relativna kumulativna pocetnost” potom bude
19 : 20 = 95%.

Pretoze Stvorkar je iba jeden, je pocCetnost’ Stvorkarov 1. Ich relativna pocetnost’ je 1 : 20 =
0,05 = 5%. Pocetnost’ ziakov so znamkou lepSou alebo rovnou $tvorke je 6 + 8 + 5 + 1 = 20.
Preto bude kumulativna pocetnost’ v Stvrtom riadku 20. Relativna kumulativna pocetnost’
potom bude 20 : 20 = 100%.

Nakol'ko patorku nemal Zziaden ziak, ich pocetnost aj relativna pocetnost’ je nula. Ich
kumulativna pocetnost’ je 20 a relativna kumulativna pocetnost’ 100%.

Pretoze chlapcov je 11, ich pocetnost’ je 11. Relativna pocetnost’ chlapcov je 11 : 20 = 0,55 =
55%.

Pretoze dievcat je 9, ich pocetnost’ je 9. Relativna pocetnost’ dievcat je 9 : 20 = 0,45 = 45%.
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Znamka | Pocet- | Relat. | Kumul. | Relat.
nost’” | pocet. | pocet. | kumul.
pocet.
1 6 30% 6 30%
2 8 40% 14 70%
3 5 25% 19 95%
4 1 5% 20 100%
5 0 0% 20 100%

Pohlavie | Poletnost’ | Relativna
pocetnost’
chlapec 11 55%
dievéa 9 45%

Vsimnime si, Ze sucet relativnych pocetnosti je v oboch tabulkach 100%.

Uloha 7.2: Marcel hraval juniorsku ligu v hadzanej. Pogas sezony odohral 25 zapasov. Pocet

golov, ktoré strelil, je zaznamenany v tabulke.

Pocet golov v zapase

Pocetnost’ takychto zapasov

3 2

4 8

5 5

6 7

7 3
Odpovedzte na otazky:

Co vyjadruje druhy riadok tabul'ky?

Kol'ko najmenej golov dal Marcel v zépase?

Korl’ko najviac golov dal Marcel v zapase?

Aky je najcastejsi pocet golov, ktoré dal Marcel v zapase?

Kolko gélov dal Marcel spolu vo vSetkych zapasoch?

Kolko golov dal Marcel priemerne v jednom zapase?

RieSenie:

Druhy riadok tabulky vyjadruje, Ze Marcel odohral dva také zapasy, v ktorych v kazdom dal

tri goly.
Marcel dal v zapase najmene;j tri goly.

Marcel dal v zapase najviac sedem golov.

Najcastejsi pocet golov, ktoré dal Marcel v zdpase, je 4. Takto dopadlo osem jeho zapasov.

V 2 zapasoch dal po 3 goly, to je spolu 2

V 8 zapasoch dal po 4 goly, to je spolu 8 - 4 = 32.

V 5 zapasoch dal po 5 golov, to je spolu 5 - 5 = 25.
V 7 zapasoch dal po 6 golov, to je spolu 7 - 6 = 42.
V 3 zépasoch dal po 7 gélov, to je spolu 3 - 7 = 21.

-3=6.
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Spolu teda dal 6 + 32 + 25 +42 + 21 =126 golov.

Marcel dal spolu 126 gélov v 25 zapasoch. Priemerne teda dal 126 : 25 = 5,04 g6lu na zapas.

Uloha 7.3: Na stipcovom diagrame je znidzorneny pocet ziakov, ktori boli v triede 9.A

pritomni na vyuCovani pocas tyzdna. V triede je spolu 25 ziakov. Doplite tabulku

a odpovedzte na otazky.

Den Pocetnost’ | Relativna
pritomnych | pocetnost’
Ziakov pritomnych
Ziakov
Pondelok

Utorok
Streda
Stvrtok
Piatok

V ktory deni chybalo najviac Ziakov? Kol'ko?
V ktory deni chybalo najmenej ziakov? Kol'ko?

Korl’ko ziakov chybalo priemerne v jeden den?

25

Pocet pritomnych Ziakov

M
3]

=
o

16

Po Ut St St Pi

v

Den

RieSenie:

Z diagramu vidime, Ze v pondelok bolo pritomnych 23 Ziakov. To je pocetnost’ pritomnych

ziakov v pondelok. Relativna pocetnost’ je potom 23 : 25 = 0,92 = 92%.

V utorok bolo pritomnych 22 ziakov. Relativna pocetnost’ je potom 22 : 25 = 0,88 = 88%.

V stredu bolo pritomnych 20 Ziakov. Relativna pocetnost’ je potom 20 : 25 = 0,8 = 80%.

Vo §tvrtok bolo pritomnych 21 Ziakov. Relativna pocetnost’ je potom 21 : 25 = 0,84 = 84%.

V piatok bolo pritomnych 24 ziakov. Relativna pocetnost’ je potom 24 : 25 = 0,96 = 96%.

Den Pocetnost’ Relativna
pritomnych | pocetnost’
Ziakov pritomnych
Ziakov

Pondelok 23 92 %
Utorok 22 88 %
Streda 20 80 %
Stvrtok 21 84 %
Piatok 24 96 %

Najviac ziakov chybalo v stredu. Boli to 5 Ziaci

Najmenej ziakov chybalo v piatok. Bol to iba jeden Ziak.

Priemerne chybali (2+3+5+4+1):5=3 ziaci.
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Uloha 7.4: Pred koncom roka uzatvaral uditel matematiky koncoroéné znamky svojim 20
ziakom. Jednotku mali Miska, Hanka, Jurko, Petko, Denis a Michal, dvojku Janka, Anka,
Silvia, Mirka, Denisa, Alex, Milan a Stanko, trojku Natalia, Kristinka, Tibor, Marcel a Boris
asStvorku mal iba Patrik. Pomocou rysovacich pomoécok vyrobte kruhovy diagram
znazornujuci pocet chlapcov a dievc¢at v tejto triede.

RieSenie:

Kruhovy diagram narysujeme
pomocou kruzidla. Jedinym
problémom zostdva, ako spravne

. . . B chlapci
rozdelit kruh na dve casti v takom S
pomere, v akom su chlapci a dievcata

z danej triedy.

Pretoze chlapcov je 11, ich pocetnost’
je 11. Relativna pocetnost’ chlapcov je 11 : 20 = 0,55. Ked'ze velkost' stredového uhla
prisluchajuceho celej kruznici je 360°, bude velkost' stredového uhla prislichajiceho
chlapcom 0,55 - 360 = 198°.

Pretoze dievcat je 9, ich pocetnost’ je 9. Relativna pocetnost’ dievcat je 9 : 20 = 0,45. Kedze
velkost stredového uhla prisluchajiceho celej kruznici je 360°, bude velkost” stredového uhla

prislichajuceho dievcatam 0,45 - 360 = 162°.

Uloha 7.5: Na grafe relativnej pocetnosti st znazornené vysledky pisomnej prace z

matematiky v triede 8.A, do ktorej chodi 20 ziakov. Dopliite tabulku.

Relativna poéetnost zndmok v teste

30%

20%

10%

0%

jednotka dvojka trojka Stvorka patorka
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Znamka pocetnost’ relativna kumulativna relativna kumulativna
pocetnost’ pocetnost’ pocetnost’
1
2
3
4
5
RieSenie:

Jednotku podl'a idajov v grafe ziskalo 20% ziakov, o predstavuje 0,20 . 20 = 4 Ziakov.
Dvojku podl'a dajov v grafe ziskalo 30% Ziakov, o predstavuje 0,30 . 20 = 6 ziakov.

Trojku podl'a udajov v grafe ziskalo 25% ziakov, ¢o predstavuje 0,25 . 20 = 5 ziakov.

Stvorku podla udajov v grafe ziskalo 15% Ziakov, ¢o predstavuje 0,15 . 20 = 3 Ziakov.
Patorku podl'a idajov v grafe ziskalo 10% Ziakov, ¢o predstavuje 0,10 . 20 = 2 Ziakov.
Kumulativna pocetnost’ pre jednotku je 4 a relativna kumulativna pocetnost’ je 20%.
Kumulativna pocetnost pre dvojku je 4+6=10 arelativna kumulativna pocetnost’ je
10:20=50%.

Kumulativna pocetnost’” pre trojku je 4+6+5=15 arelativna kumulativna pocetnost’ je
15:20=75%.

Kumulativna pocetnost’ pre Stvorku je 4+6+5+3=18 a relativna kumulativna pocetnost’ je
18:20=90%.

Kumulativna pocetnost’ pre pétorku je 4+6+5+3+2=20 a relativna kumulativna pocetnost’ je

20:20=100%.

Znamka pocetnost’ relativna kumulativna relativna kumulativna
pocetnost’ pocetnost’ pocetnost’
1 4 20% 4 20%
2 6 30% 10 50%
3 5 25% 15 75%
4 3 15% 18 90%
5 2 10% 20 100%

Uloha 7.6: Na grafe relativnej kumulativnej podetnosti su znazornené vysledky pisomnej
prace z matematiky v triede 8.A, do ktorej chodi 20 ziakov. Zostrojte tabulku pocetnosti,
relativnej pocetnosti, kumulativnej pocetnosti a relativnej kumulativnej pocetnosti. Potom

odpovedzte na otazky:

-75-



relativna kumulativna pocetnost

100%
80%
60%
40%

20%

0%

1 2 3 - 5

Korlko percent ziakov malo jednotku?

Kolko percent ziakov malo trojku?

Korlki Ziaci mali dvojku?

Aka bola priemerna znamka?

RieSenie:

Nakol'ko je dany graf relativnej kumulativnej pocetnosti, najskor v tabulke vyplnime
relativnu kumulativnu pocetnost’. Pre jednotku je to 20%, pre dvojku 45%, pre trojku 70%,
pre Stvorku 95% a pre patorku 100%.

Ztoho potom vypocitame relativnu pocetnost. Pre jednotku je to 20%, pre dvojku
45-20=25%, pre trojku 70-45=25%, pre $tvorku 95-70=25% a pre pétorku 100-95=5%.
Pretoze Ziakov bolo 20, jeden Ziak predstavuje 5%. Udaje pre podetnost’ a kumulativnu
pocetnost’ teda vypocitame tak, Ze udaje pre relativnu pocetnost’ a relativnu kumulativnu

pocetnost’ vydelime 5%.

Znamka pocetnost’ relativna kumulativna relativna kumulativna
pocetnost’ pocetnost’ pocetnost’
1 4 20% 4 20%
2 5 25% 9 45%
3 5 25% 14 70%
4 5 25% 19 95%
5 1 5% 20 100%
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Uloha 7.7: Na grafe st vysledky Testovania 5 z matematiky v roku 2015, ktorého sa

zucastnilo priblizne 43 000 ziakov.
(Zdroj: http://www.nucem.sk/documents//46/testovanie_5 2015/SPRAVA_T5 2015 na_zverejnenie.pdf)

Obrazok 3 znazorfiuje rozloZenie dosiahnutych bodov (skére) v teste z matematiky.

3000
=
=]
-
]
N
e
[ 1]
"W
o
o
1] 2 3 4 5 B 7T 8 9 1011 12 13 14 15 1617 18 18 20 2 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Skore
Obr. 3 Histoqgram skoére Ziakov v teste z MAT
Odpovedzte na otazky:

Korlko ziakov ziskalo skore 277

Korlko ziakov ziskalo skére menSie ako 10?
Korlko ziakov ziskalo skore aspon 257
Janko ziskal skore 7. Aky je jeho percentil?
Miska ziskala skore 25. Aky je jej percentil?
Ankin percentil bol 90. Aké mala skore?

RieSenie:
Kol’ko ziakov ziskalo skore 27?

Skoére 27 ziskalo priblizne 1950 Ziakov.

Korl’ko ziakov ziskalo skore mensie ako 10?
Skore 0 ziskalo priblizne 200 Ziakov.

Skore 1 ziskalo priblizne 250 ziakov.

-77 -



Skore 2 ziskalo priblizne 400 ziakov.

Skore 3 ziskalo priblizne 500 ziakov.

Skore 4 ziskalo priblizne 500 ziakov.

Skoére 5 ziskalo priblizne 600 ziakov.

Skore 6 ziskalo priblizne 700 ziakov.

Skore 7 ziskalo priblizne 700 ziakov.

Skore 8 ziskalo priblizne 750 ziakov.

Skoére 9 ziskalo priblizne 800 ziakov.

Skoére mensie ako 10 ziskalo priblizne 200 + 250 + 400 + 500 + 500 + 600 + 700 + 700 +
750 + 800 = 5400 ziakov.

Korlko ziakov ziskalo skore aspon 257

Skore 25 ziskalo priblizne 2400 ziakov.

Skore 26 ziskalo priblizne 2200 ziakov.

Skore 27 ziskalo priblizne 1950 Ziakov.

Skore 28 ziskalo priblizne 1500 Ziakov.

Skore 29 ziskalo priblizne 900 Ziakov.

Skore 30 ziskalo priblizne 350 Ziakov.

Skoére aspon 25 ziskalo priblizne 2400 + 2200 + 1950 + 1500 + 900 + 350 = 9300 Ziakov.

Janko ziskal skore 7. Aky je jeho percentil?

Najprv zistime, kol'ko ziakov ziskalo skore od 0 do 6.

Skoére od nula do Sest’ ziskalo priblizne 200 + 250 + 400 + 500 + 500 + 600 + 700 = 3150
Ziakov.

Pric¢itame polovicu Ziakov s rovnakym vysledkom, ako mal Janko (teda so skore 7).

3150 + 700 : 2 = 3500

Tento pocet vydelime celkovym poctom Ziakov.

3500 : 43000 = 0,08 = 8%

Jankov percentil je pribliZne 8.

Miska ziskala skore 25. Aky je jej percentil?
Uz vieme, Ze skore aspon 25 ziskalo priblizne 9300 ziakov.
Teda skore od 0 po 24 ziskalo priblizne 43000 — 9300 = 33700 Ziakov.

Pri¢itame polovicu Ziakov s rovnakym vysledkom, ako mala Miska (teda so skore 25).
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33700 + 2400 : 2 = 34900

Tento pocet vydelime celkovym poctom Ziakov.
34900 : 43000 = 0,81 =81%

Miskin percentil je priblizne 81.

Ankin percentil bol 90. Aké mala skore?

Ak bol Ankin percentil 90, potom od nej bolo lepSich priblizne 10 percent ziakov, ¢o je
priblizne 0,10 . 43000 = 4300 ziakov.

Skore 30 ziskalo priblizne 350 ziakov.

Skore aspon 29 ziskalo priblizne 350 + 900 = 1250 ziakov.

Skore aspon 28 ziskalo priblizne 350 + 900 + 1500 = 2750 ziakov.

Skore aspon 27 ziskalo priblizne 350 + 900 + 1500 + 1950 = 4700 ziakov.

Ankine skore bolo 27.
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8 Dvojrozmerné rozdelenia

Cielom tejto kapitoly je naucit’ citatel'a, ako formou tabulky a grafu prezentovat
zavislost’ dvoch velicin. Preto sa Vv tejto Casti budeme venovat’ charakteristike stivislosti medzi

dvoma premennymi.

Uved’me si niekol’ko prikladov:

1. Premenna X predstavuje telesni vysku deti urcitého veku, premenna Y ich hmotnost.
Skumame suvislost’ medzi vyskou a hmotnost'ou uvedenych deti.

2. Premenna X predstavuje poradie deti podla ich priemerného prospechu, premenna Y ich
poradie podl'a obltbenosti u spoluziakov. Skimame suvislost medzi priemernym
prospechom a obl'ibenost'ou v kolektive.

3. Premennd X predstavuje pohlavie, premenna Y vyjadruje, ¢i dieta prospelo alebo
neprospelo z matematiky v 8. ro¢niku ZS. Skiimame suvislost medzi pohlavim a

prospievanim dsmakov na ZS.

Pri skimani suvislosti medzi dvoma premennymi mo6Zu nastat’ rozne situécie:

1. zhoda - velkym hodnotdm premennej X zodpovedaju velké hodnoty premennej Y
(napriklad s rastiicou vyskou l'udi rastie aj ich hmotnost” alebo ¢im lepSiu znamku mal Ziak
z matematiky na vysvedceni, tym lepSie by mal zvladnut aj kontrolny test),

2. protiklad - velkym hodnotdm premennej X zodpovedajii malé¢ hodnoty premennej Y
(napriklad s rasticim vekom ludi klesd percento tych, ktori nemaji skusenost s pozitim
alkoholického napoja),

3. nezavislost - velkym hodnotdm premennej X zodpovedaju tak vel'ké, ako aj malé ¢i stredné

hodnoty premennej Y (napriklad telesna vyska 'udi len malo suvisi s hodnotou 1Q).

Uloha 8.1: V tabulke si uvedené vysledky 34 Ziakov v dvoch testoch.

¢. ziaka | znamka | zndmka ¢. ziaka | znamka | znamka ¢. Ziaka | znamka | znamka
Z mat. z fyz. Z mat. z fyz. Z mat. z fyz.
1 2 2 13 3 2 25 3 3
2 2 3 14 3 2 26 3 3
3 1 2 15 2 1 27 3 2
4 1 1 16 3 3 28 3 3
5 3 2 17 3 3 29 2 2
6 2 2 18 2 2 30 2 2
7 3 3 19 3 3 31 2 1
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8 3 4 2 3 4 32 5 5
9 1 1 21 2 2 33 2 2
10 2 2 22 2 2 34 4 5
11 4 4 23 4 4
12 3 3 24 3 3
Navrhnite vhodnejsiu formu prezentacie formou tabulky a grafu.
RieSenie:
Vhodna prezentacia formou tabul’ky ma napriklad tvar kontingen¢nej tabulky z Excelu.
znamka z fyziky
1 2 3 4 5
1 2 1 3
, 2 2 9 1 12
zndmia 3 4 9 2 15
z matematiky 4 2 1 3
5 1 1
4 14 10 4 2 34

Udaje v tabul’ke interpretujeme takto:

4 Ziaci mali z matematiky znamku 3 a z fyziky zndmku 2

dvojku z matematiky malo 12 ziakov

trojku z fyziky malo 10 Ziakov

v triede je 34 ziakov

Z tejto formy tabulky vidime, ¢i tdaje maji tendenciu sa vyskytovat v okoli hlavnej
diagonaly, pripadne vedlajSej. Ak sa vyskytuji v okoli jednej diagonaly, poukazuje to na
ur¢itu stvislost’ medzi oboma premennymi. Ak su priblizne rovnomerne rozmiestnené v celej
tabulke, suvislost’ medzi premennymi je prakticky nulova.

Udaje mozno taktiez interpretovat’ vo forme trojrozmerného diagramu.

Suvislost’ znamok z matematiky a z fyziky

10

ANEANANANEN

A
L
L
L
L

znamka z
fyziky

~ ® O 0 T

o N A OO ©

1 2 3 4 5

znamka z matematiky
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Uloha 8.2: V tabulke st uvedené Gidaje o znamke z maturity zo slovenského a anglického

jazyka. Znazornite ich vo forme prehl'adnejsej tabul’ky a vo forme trojrozmerného diagramu.

¢.ziaka | SJ | Al ¢.ziaka | SJ | Al ¢.ziaka | SJ | Al

1 1 1 9 2 3 17 3 3
2 1 2 10 2 4 18 4 2
3 1 2 11 2 4 19 4 3
4 1 3 12 3 1 20 4 4
5 2 1 13 3 2 21 4 4
6 2 2 14 3 2 22 4 4
7 2 2 15 3 2

8 2 3 16 3 3

RieSenie:

Vhodna prezentacia formou tabul’ky ma napriklad tvar kontingenénej tabul’ky z Excelu.

znamka zo SJ

1 2 3 4
1 1 1 1 3
, 2 2 2 3 1 8
zndmka e T 1 [ 6
z Al 4 2 3 5
4 7 6 5 22

Suvislost'znamokz AJa SJ
Pocet

Znamkaz AJ

Znamkazo SJ
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Uloha 8.3: Vtriede 8.B je 36 Ziakov, ztoho 15 chlapcov a2l dievéat. Z matematiky
neprospel jeden chlapec adve dievCata. ZapiSte tieto tdaje formou prehladnej tabulky
a potom vypocitajte aj relativne poCetnosti. Znazornite udaje v grafickej podobe.

RieSenie:

Udaje zapiseme do tabul’ky.

Pohlavie spolu
chlapec | dievca
prospech z prospel 14 19 33
matematiky | neprospel 1 2 3
spolu 15 21
Udaje z tabul’ky &itame napriklad takto: je 21 dievcat, z ktorych 19 prospelo z

matematiky.

Teraz urobime tabulku relativnych pocetnosti.
14 z 15 chlapcov predstavuje 93,3%.

1z 15 chlapcov predstavuje 6,7%.

19 z 21 diev¢at predstavuje 90,5%.

2 z 21 dievcat predstavuje 9,5%.

Pohlavie
chlapec | dievca

prospech z prospel 93,3% | 90,5%
matematiky | neprospel 6,7% | 9,5%

Graficky mozno tdaje znazornit’ napriklad takto:

Grafické znazornenie prospechu z matematiky

dievéa 19

Q prospel

@ neprospel

chlapec 14

pocet
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9 Autotesty

Autotest ¢. 1 — Kombinatorika

1. Na futbalovom turnaji sa zic€astnilo Sest’ muzstiev. Odohrali zapasy kazdy s kazdym.
KoTlko zapasov odohrali spolu?

2. K dispozicii mame tri jednotky a dve dvojky. Kol'ko roznych pétcifernych cisel
mozno z nich zostavit'?

3. Korlko roznych Stvorcifernych ¢isel vieme vytvorit’ z Cislic 2,3,5,8, ak kazdi mozno
pouzit’ iba raz?

4. Kolkymi réznymi sposobmi mdze na troch rovnakych hracich kockéach padnit’ sucet
10?7

5. Kolkymi ré6znymi sposobmi mdze na troch roznych hracich kockach (modrej, Zltej a
zelenej) padnut’ sucet 10?

6. V obchode maju Styri druhy cokolad Milka. Kol'kymi sposobmi si mdzeme zakupit’ tri
cokolady?

7. NakruZnici si zvol'te 5 roznych bodov. Kol'ko priamok tieto body urcuju?

8. Na kruznici si zvolte 5 r6znych bodov. Kolko viete vytvorit' trojuholnikov, ktorych
vrcholmi su tieto body?

9. Snehuliak sa sklada z troch kruhov. Kazdy kruh mé int farbu. Janko ma 4 farebné
pastelky. Kolko roznych snehuliakov vie nakreslit'?

10. Na Start behu sa postavili Styria ziaci. Kolkymi réznymi spésobmi si mézu podelit’
medaily?
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Autotest ¢. 2 — Pravdepodobnost’

10.

Janko hodil naraz troma mincami. Aka je pravdepodobnost’, Ze dve z nich padli na
narodnu stranu a jedna na eurdpsku stranu?

Janko hodil naraz dvoma kockami. Aka je pravdepodobnost’, ze hodil sucet 5?

Janko hodil naraz troma kockami. Aké je pravdepodobnost’, ze hodil sucet 15?

Janko si kupil listok do tomboly. Bude sa Zrebovat’ 20 cien a predalo sa tisic listkov.
Aka je pravdepodobnost’, ze Janko nieCo vyhra?

Janko si kupil listok do tomboly. Bude sa zrebovat’ 20 cien a predalo sa tisic listkov.
Aka je pravdepodobnost’, ze Janko vyhra prva cenu?

Vo vrecusku st Styri biele a Styri Cierne gulocky. Kol'ko najmenej gul6cok musi
Miska vytiahnut’, aby mala istotu, ze vytiahla asponi dve biele?

Vo vrecusku su Styri biele a styri ¢ierne gul'6cky. Timko nahodne vyberie tri gul'6cky.
Aka je pravdepodobnost’, Ze vSetky tri maju rovnaku farbu?

Mama kupila svojim Styrom detom Styri r6zne Brumiky. Nevedeli sa dohodnut’, ktory
st ktorého vezme. Preto si Brumiky ndhodne vytiahli z nepriesvitnej tasky. MiSko ma
rad medového. Aka je pravdepodobnost’, Ze si ho vytiahol?

Mama kupila svojim Styrom det’om Styri rozne Brumiky. Nevedeli sa dohodnut’, ktory
si ktorého vezme. Preto si Brumiky ndhodne vytiahli z nepriesvitnej tasky. MiSko ma
rad medového. Kol'ky v poradi si mé tahat’, aby mal ¢o najvacsiu pravdepodobnost,
ze si ho vytiahne?

a) Prvy, lebo vtedy tam medovy Brumik este je.

b) Druhy, lebo potom si taha z troch a je malad Sanca, ze by tam medovy uz nebol.
c) Treti, lebo si taha uz len z dvoch a este je velka Sanca, ze medovy je v ponuke.
d) Stvrty, lebo ak zostal medovy, ma istotu, Ze bude jeho.

e) Na poradi nezalezi, pravdepodobnost’ je vzdy rovnaka.

Trieda 7.A vyhrala za zber papiera 2 listky do kina. Ked’ze v triede je 16 ziakov (maju
vSetci rozne mend), nahodne vyZzrebovali dvoch, ktori pdjdu. Aka je pravdepodobnost,

ze pdjde Karol so Zuzkou?
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Autotest ¢. 3 — Opisna Statistika

10.

Na koncoro¢nom vysvedéeni z matematiky v triede 8.A mali 6smi ziaci jednotku,
Siesti dvojku, Styria trojku a dvaja Stvorku. Ak4 je priemernd znamka celej triedy?
Graf znazornuje kumulativhu pocetnost’ pre
koncoro¢nu znamku z matematiky v triede 8.A.
Korlko ziakov malo trojku?

Julka dostala z prvych dvoch pisomnych prac trojku
a stvorku. Kolko najmenej jednotieck by musela

nasledne dostat’, aby jej priemer bol lepsi ako 2,00?

Na koncoro¢nom vysvedéeni z matematiky v triede
jednotka dvojka trojka  Stvorka patorka

8.A bola priemernd znamka 2,00. Vieme, ze Osmi

ziaci mali dvojku, Styria trojku a dvaja Stvorku. Pitorku nemal nikto. Kol'ko bolo

jednotkarov?

V teste, ktory pisalo 3600 ziakov, bolo 2700 ziakov od Janka lepsich. Aky je Jankov

percentil?

Na Testovani 9 sa zucastnilo priblizne 43000 ziakov. Miskin percentil bol 67.

Priblizne kol’ko Ziakov bolo od nej lepSich? (zaokruhlite na stovky)

Graf  znazoriiuje  predaj ™ 123

vozidiel Skoda v minulom

100

mesiaci.  Kolko  percent
50

predstavuje predaj Fabii na

celkovom predaji? 0
Citiga Fabia Fapid Octavia Superb ‘et

Na koncorocnom vysvedceni

z matematiky v triede 8.A mali 6smi ziaci jednotku, Siesti dvojku, Styria trojku a dvaja
Stvorku. Aka je relativna pocetnost’ pre znamku 3?

Na koncoro¢nom vysvedceni z matematiky v triede 8.A mali 6smi Ziaci jednotku,
Siesti dvojku, Styria trojku a dvaja Stvorku. UCcitel' znazornil vysledky koldCovym
(kruhovym) grafom v Exceli. Aky je stredovy uhol pre kruhovy vysek predstavujici

znamku 3?

V triede 7.B je 10 chlapcov a 10 Pohlavie

chlapec | dievéa

dievcat. Z matematiky neprospel iba oros - prospel
Janko. Kol’ko percent je v Zltej bunke? | matematiky | neprospel
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Vysledky autotestov

Autotest ¢. 1 — Kombinatorika
1.15 2.10 3.24 4.6 527 6.20 7.10 8.10

Autotest ¢. 2 — Pravdepodobnost’
1.3/8 2.1/9 3.5/108 4.1/50 5.1/1000
6.6 7.17 8.1/4 9.e 10. 1/120

Autotest ¢. 3 — Opisna Statistika
1.2 2.4 3.4 4.8 5. 25.percentil
6.14200 7.31% 8. 20% 9.72° 10. 90%
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Priloha: Zoznam interaktivnych aplikacii

Interaktivne aplikacie z kombinatoriky

1 — Umiestnovanie gul’ocok 1

2 — Umiestiiovanie gul’6¢ok 2

3 — Umiestiiovanie gul’6¢ok 3

4 — Umiestnovanie gul’6c¢ok 4

5 — Hod §tyrmi kockami 1

6 — Hod $tyrmi kockami 2

7 — Hod $tyrmi kockami 3

8 — Hod tromi kockami 1

9 — Hod tromi kockami 2
10 — Hod tromi kockami 3

11 — Hod $tyrmi roznymi kockami 1

12 — Hod $tyrmi roznymi kockami 2

13 — Hod $tyrmi roznymi kockami 3

14 — Hod tromi roznymi kockami 1

15 — Hod tromi roznymi kockami 2

16 — Hod tromi roznymi kockami 3

17 — Priprava desiatej 1

18 — Priprava desiatej 2

19 — Priprava desiatej 3

20 — Priprava desiate] 4

21 — Priprava desiate] 5

22 — Priprava desiate] 6

23 — Priprava desiate] 7

24 — Priprava desiate] 8

25 — Tvorba Cisel z danvch Cislic 1

26 — Tvorba Cisel z danvch Cislic 2



http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/1.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/2.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/3.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/4.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/5.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/6.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/7.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/8.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/9.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/10.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/11.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/12.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/13.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/14.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/15.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/16.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/17.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/18.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/19.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/20.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/21.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/22.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/23.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/24.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/25.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/26.exe

27 — Tvorba Cisel z danvch Cislic 3

28 — Tvorba Cisel z danvch Cislic 4

29 — Tvorba Cisel z danvch Cislic 5

30 — Tvorba Cisel z danvch Cislic 6

31 — Tvorba ¢isel z danvch Cislic 7

32 — Tvorba Cisel z danvch Cislic 8

33 — Tvorba Cisel z danvch Eislic 9

34 — Tvorba Cisel z danvch Cislic 10

35 — Nakup ovocia 1

36 — Nakup ovocia 2

37 — Nakup ovocia 3
38 — Vyber ziakov 1
39 — Vyber ziakov 2
40 — Vyber Ziakov 3
41 — Vyber ziakov 4
42 — Vyber Ziakov 5
43 — Vyber Ziakov 6
44 — Vyber Ziakov 7
45 — Vyber Ziakov 8
46 — Vyber ziakov 9
47 — Vyber ziakov 10
48 — Zaplatenie danej sumy 1

49 — Zaplatenie danej sumy 2

50 — Zaplatenie danej sumy 3

51 — Tvorba priamok 1

52 — Tvorba priamok 2

53 — Tvorba priamok 3

54 — Tvorba priamok 4

55 — Tvorba priamok 5



http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/27.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/28.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/29.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/30.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/31.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/32.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/33.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/34.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/35.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/36.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/37.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/38.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/39.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/40.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/41.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/42.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/43.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/44.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/45.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/46.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/47.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/48.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/49.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/50.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/51.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/52.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/53.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/54.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/55.exe

56 — Tvorba trojuholnikov 1
57 — Tvorba trojuholnikov 2
58 — Tvorba trojuholnikov 3
59 — Tvorba trojuholnikov 4
60 — Tvorba trojuholnikov 5

61 — Tvorba Cisel z danvch Cislic 11

62 — Tvorba Cisel z danvch Cislic 12

Interaktivne aplikacie z pravdepodobnosti

63 — Hazardné hra na hod dvoma kockami

64 — Slovné ulohy na tému Sanca

65 — Slovné ulohy na tému isty a nemoznv jav

66 — Slovné ulohy z pravdepodobnosti

Interaktivne aplikacie z opisnej Statistiky

67 — Vypocet aritmetického priemeru

68 — Slovné ulohy na aritmeticky priemer

69 — Vvpocdet podetnosti

70 — Vvpocet poletnosti a relativnej pocetnosti

71 — Citanie udajov zo stipcového diagramu

72 — Tvorba stipcového diagramu

73 — Tvorba kruhového diagramu



http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/56.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/57.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/58.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/59.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/60.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/61.exe
http://matematika.truni.sk/download?kombinatorika/interaktivne-programy/62.exe
http://matematika.truni.sk/download?ps/testy/hra-kocky.zip
http://matematika.truni.sk/download?ps/testy/su-sanca.zip
http://matematika.truni.sk/download?ps/testy/su-isty-jav.zip
http://matematika.truni.sk/download?ps/testy/su-pravdepodobnost.zip
http://matematika.truni.sk/download?ps/testy/aritmeticky-priemer.zip
http://matematika.truni.sk/download?ps/testy/su-aritmeticky-priemer.zip
http://matematika.truni.sk/download?ps/testy/pocetnost.zip
http://matematika.truni.sk/download?ps/testy/relativna-pocetnost.zip
http://matematika.truni.sk/download?ps/testy/citanie-grafu.zip
http://matematika.truni.sk/download?ps/testy/stlpcovy.zip
http://matematika.truni.sk/download?ps/testy/kruhovy.zip

