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Uvod

Tento netradicny ucebny text si kladie za ciel nielen obozndmit Ccitatela
so zékladnymi geometrickymi poznatkami, ale je pisany tak, aby Ccitatela
viedol vybranymi zdkutiami stcasnej aj historickej geometrie a ukdzal mu
vyber toho, ¢o povazujeme za zaujimavé ¢i krasne.

Publikacia je rozdelena do deviatich kapitol. Kazda z nich ukazuje geometriu
z iného pohladu. Casti klasickej skolskej geometrie st zahrnuté v druhej az
Siestej kapitole. Siedma kapitola je venovana analytickej geometrii, ktora este
nedavno byvala neoddelitelnou sti¢astou gymnazidlneho uciva. Posledné dve
kapitoly sa venuju oblastiam, ktoré sa, pokial vieme, do Ziadneho $kolského
programu nedostali.

Myslime si, ze budtci ucitel by mal byt aspont v minimdlnej forme
obozndmeny aj s tymi oblastami geometrie, ktoré nie st sucastou aktualneho
skolského vzdelavacieho programu. Napokon vzdeldvacie programy sa
¢asom menia a navySe pozorny citatel urcite najde inspiraciu, ako sa vybrané
problémy aj znovsich oblasti geometrie, ako je topoldgia ¢i fraktalna
geometria, daju pouZit vo vyucovacom procese, alebo v ramci krazkovej ¢i
mimoskolskej aktivity.

Na druhej strane pripastame, Ze to, ¢o sme zahrnuli do tohto textu je iba
$pickou ladovca v kazdej z uvedenych oblasti. Vyber problémov by sa dal

/

opisat frazou: ,Z kazdého rozka troska.” Rozsah publikdcie ani c¢asova
dotécia predmetu Matematika pre primarne vzdelavanie 2, pre ktory je tento
ucebny text primarne urceny, nedovoluje rozobrat vybrané témy do véacsej

hibky.

Verime vsak, Ze tymto textom vzbudime v ¢itatelovi zaujem venovat sa
vybranej problematike hlbsie, objavovat pre neho nové a zaujimavé poznatky,
vytvarat zaujimavé aktivity pre deti a svoje nadSenie odovzdavat svojim
ziakom.
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I. Geometria ako veda a jej historia

. Byli doby, kdy jsme geometrickyj svét neznali. Déti, které se dosud neucili geometrii, ho neznaji. Ucitel
jim tento svét otevre. Jeho tikol je zddnlivé nesplnitelny, nebot ho nemiiZe ukdzat, ani nenalezne
dostatek slov, jimiZ by ho popsal. MiiZe tento svét riizné navozovat, naptiklad rysovat ¢iry pomoci
pravitka a kruZitka a ¥ici, Ze se tiseckam a kruZnicim podobaji, avsak ukdzat na nich miiZe jen to, ¢im se
jim nepodobaji. Do geometrického svéta miiZeme nékoho vést jen na kus cesty, miiZzeme ho pfivést jen
pted jeho brianu, rozhodujici krok vsak musi ucinit kazdy sam.” P. Vopénka

Geometria je oblast matematiky, ktora sktima vlastnosti geometrickych
objektov. Zdkladnym geometrickym utvarom je priestor. Nie je to vSak
tyzikalny priestor, v ktorom Zzijeme, ale matematickd abstrakcia podnietena
stadiom tohto priestoru. Geometrickymi tGtvarmi sa potom casti tohto
priestoru, napriklad roviny, priamky, tsecky, trojuholniky, kruznice, elipsy,
gule, kuzele, ... Obyc¢ajne chdpame geometrické atvary ako mnoziny bodov.
(Kufina, 1996, s.11)

Historia geometrie

Uvedomenie si geometrického tvaru niektorych predmetov a tucelné
vyuZzivanie v praktickej ¢innosti patri medzi najstarSie mentalne vydobytky
I'udstva. Je vlastné dokonca predchodcom dnesného ¢loveka - hominidom -
a v obmedzenej miere a nesystematickom rozsahu aj dnesnym l'udoopom.
Prejavom tejto schopnosti je aktivne vyhladavanie predmetov Ziadaného
tvaru, neskorsie vyroba pracovnych nastrojov.

Osobitne dolezité boli pre pracloveka tie geometrické poznatky, ktoré
umoznovali stavbu obydli poskytujtcich I'udskému spolocenstvu ttociste
pred nepriaziiou pocasia a ttokmi dravych zvierat. (Cizmar, 2017, s.26)

Slovo geometria pochadza z gréckeho geo (Zem) a metro (meranie). Islo teda
o meranie zakladnych prvkov prirody. Geometria nasla praktické vyuZzitie
v zememeracstve, no grécki ucenci rychlo zistili, Zze za réznymi tvarmi sa
skryvaju isté vzory a pravidla.

Grécky matematik Euklides z Alexandrie okolo roku 300 pred n.. zozbieral
a rozsiril principy geometrie v 13 knihdch s nazvom Zdklady. Euklidov prinos

pre matematiku bol taky velky, Ze si vyslazil oznacenie “otec geometrie”.
(Jackson, 2013, s. 20)




Ziklady (Principia) st najvplyvnejSou ucebnicou vsetkych ¢ias a aj po 23
storoc¢iach su stale na trhu.

Prvych Sest hnih je venovanych planimetrii. Vyklad celej geometrie zacal
zavedenim niekolkych elementarnych pojmov a piatimi axiémami. Z nich
Euklides odvodil kompletne celt zndmu geometriu roviny. To, Ze sa cela
rozvetvend a bohatéd veda, akou je planimetria, da odvodit z piatich celkom
jednoduchych pravidiel, fascinovalo celé generacie matematikov a stalo sa
vzorom stavby logickych teérii aj v modernej dobe.

Knihy 7, 8 a 9 st venované tedrii ¢isel. Euklidovym poévodnym vysledkom je
okrem iného dokaz, Ze prvocisel je nekonecne vela.

V knihe 10 st po prvy raz spracované iraciondlne cisla. Euklides v nej

napriklad dokazal, Ze 2 neméze byt racionélne ¢islo.

Zaverecné tri knihy st venované geometrii v priestore. (Mares, 2008, s. 60)

Delenie geometrie

Geometriu ako vednd oblast moZeme rozdelit do viacerych podoblasti.
Klasifikacia podla sposobu rieSenia problémov je nasledovna.

Syntetickd geometria - nepouziva ziadny pomocny aparat, je nou napr.
Euklidovské geometria.

Analytickd geometria - pouziva stiradnicovt ststavu, kde kazdy geometricky
objekt ziskava svoje d¢iselné charakteristiky odvodené od jeho polohy
vzhladom na dant stradnicovt ststavu.

Geometria transformdcii - skima geometrické problémy z algebrického
hl'adiska.

Dalej moZeme geometriu rozdelit podla toho, v kol'kych rozmeroch pracuije:
Planimetria - geometria roviny. Jej objektmi st ¢asti roviny.

Stereometrin - geometria priestoru. Jej objektmi sa casti trojrozmerného
priestoru.

Fraktalna geometria - skima objekty, ktorych dimenzia nie je celo¢iselna.

Podla toho, z akych axiém vychadza, rozdelujeme geometriu takto: (Prvé
Styri axiomy st v oboch rovnaké.)

Euklidovskd geometria - piata axiéma hovori, Ze danym bodom moZno viest
k danej priamke jedinti rovnobeZzku.




Neeuklidovskad (Lobacevského) geometria - piata axioma hovori, Ze danym bodom
mozno viest k danej priamke viac ako jednu rovnobezku.
Tieto sposoby delenia geometrie rozhodne nie st vycerpavajtce. Popisuja iba
najcastejsie podoblasti, do ktorych mozno geometriu ¢lenit.
Skolské geometrické tlohy byvaja zvaca tychto typov:
1. Doékazové - dokazujeme pravdivost tvrdeni, pouzivame pri tom platné
axiomy a d’alsie dokazané vety.
2. Konstrukéné - hfadame konkrétne geometrické objekty spliiajtice dané
vlastnosti. Nestac¢i dokazat, ze taky objekt existuje, treba ho aj zostrojit
a popisat sposob, ako sa da zostrojit'.
3. Vypoctové - pocitame dizky tsetiek, obsahy ploch, objemy telies,
vel’kosti uhlov.




II. Euklidovska geometria

Budovanie Euklidovskej geometrie je zaloZené na axiomatickom prisne
logickom zaklade. Vychadza z piatich zédkladnych axiém. Axiéma je tvrdenie,
ktorého pravdivost prijimame bez dokazov. Z axiém sa logickou cestou
odvodzuju vety. Veta je tvrdenie, ktorého pravdivost musi byt dokazana
pomocou axiém a d’algich platnych viet.

Definicia je tvrdenie, ktoré zavddza novy pojem alebo vztah. Nemé zmysel
dokazovat definicie. Tieto vznikajad dohodou medzi odbornikmi v danej tedrii.
V priebehu ¢asu sa moézu obmienat. K dohodnutej definicii obycajne existuje
viacero rovnocennych formuldcii (v tomto texte ich nazveme “vlastnymi
definiciami”). Takéto definicie musia byt jednoznac¢né, c¢ize ak definujeme
nejaky pojem, ten musi zahfnat vsetky objekty, ktoré tam patrit maja, ale
ziadny taky, ktory tam patrit nema.

1. Vytvorte vlastnu definiciu pojmu “stvorec”.

Sktsme zacat takymto vyrokom: “Stvorec je stvoruholnik, ktory ma vietky
strany zhodné”.

Tato definicia skuto¢ne plati pre vsetky Stvorce, avsak spadntt do nej aj
kosostvorce. Preto ju musime upravit: “Stvorec je $tvoruholnik, ktory ma
vSetky strany zhodné a susedné strany zvieraja pravy uhol.”

Alebo: “Stvorec je taky $tvoruholnik, ktory ma vsetky strany zhodné a aj jeho
uhlopriecky sa zhodné.”

> Formulacia vlastnych definicii je vhodnou tlohou pre rozvijanie
schopnosti formulovat abstraktné pojmy, matematicky sa vyjadrovat
a argumentovat.

Zakladné geometrické objekty

Zakladnymi geometrickymi objektmi, ktoré nedefinujeme, st: bod, priamka
arovina. Tieto objekty sa zadadvaju axiomaticky. Predstavu o nich si
vytvdrame pomocou konkrétnych ukazok. Bod potom chdpeme ako
bezrozmerny Gtvar - nemé dizku ani &irku. Priamka je zasa rovna nekonec¢na
Clara, ktora nemda Ziadnu hrabku. St to abstrakiné pojmy, ktoré
vo fyzikalnom svete neexistuji. Treba rozliSovat medzi bodom v predstave,
ktory ma abstraktny charakter, a bodom, ktory zakreslime - tento
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v skuto¢nosti nie je bodom (pri vhodnom zvicseni ma sirku aj dizku), iba
pomadha nasej predstavivosti vytvorit bod v mysli. Body oznac¢ujeme vel'kymi
tlacenymi pismenami, napr. bod A.

Po prijati existencie bodu je vytvorenie predstavy priamky mozné napriklad
sposobom, ktory je zndmy uz od Euklidovych ¢ias. Euklides chédpal priamku
ako nekone¢né predizenie tsecky. Usecka je chédpand ako najkratsia ¢iara
spdjajuca dané dva body. (Pozri axiémy Al a A2.) Priamky oznacujeme
malymi tlacenymi alebo pisanymi pismenami, napr. priamka p. Priamka
moze byt oznacend aj pomocou jej dvoch réznych bodov, napr. priamka AB.

Axiémy Euklidovskej geometrie. (Existuje vela roznych ekvivalentnych
formulacii.)

Al: Lubovolné dva body mozZno spojit tiseckou.

A2: Lubovolnd tisecka sa dd nekonecne predIZit.,

A3: Ak je dana tsecka, existuje kruznica, ktord ju md za svoj polomer a jeden jej
koniec je stredom tejto kruZnice.

A4: Vsetky pravé uhly su zhodné.

Ab: Bodom, ktory nelezi na priamke, mozZno viest prave jednu rovnobezku s danou
priamkou.

Lobacevského geometria je zaloZend na axiémach 1 - 4 a na opacnej axiome
A’5: Bodom, ktory neleZi na priamke, mozZno viest aspon dve rozne rovnobezky.

Rovina je dalsim zakladnym pojmom, ktory nedefinujeme. Mozeme nanajvys
poukézat na niektoré zaujimavé stuvislosti s d'alsimi zakladnymi pojmami:

Rovina je jednoznacéne urcend troma bodmi, ktoré nelezia na jednej priamke.
Rovina je jednoznacne urcéena dvojicou rdoznobeznych alebo rovnobeZznych
priamok, pripadne priamkou a bodom, ktory na nej nelezi.

Na znacenie rovin pouzivame pismend gréckej abecedy, napr. rovina f.
Rovinu moéZzeme oznacit pomocou priamky a bodu, ktory na nej nelezi, napr.
rovina pA, resp. troch nekolinearnych bodov, napr. rovina ABC.

» Skutocnost, Ze tri body urc¢uji rovinu, vyuzivame napriklad vtedy,
ked chceme vyrobit stolicku, ktora sa zarucene na Zziadnom povrchu
nebude kyvat - je to trojnozka.

10



Tri body

Definicia: Tri r6zne body su kolinedrne, ak existuje priamka, na ktorej vsetky
tri zaroven lezia.

Definicia: Tri r6zne body sua nekolinedrne, ak nie st kolinearne.

Veta: Pre kolinearne body A, B, C plati prave jedna z nasledujtcich rovnosti:
|AB| + |BC| = |AC| alebo |AC|+ |BC| = |AB| alebo |AB|+ |AC| = |BC].

@
B

we »¢ >¢
X"
0® g 0e

_.
A

Obrazok1. Kolinedrne body

Veta (Trojuholnikova nerovnost): Pre nekolinearne body A, B, C platia vsetky
nasledujtice nerovnosti: |AB|+ |BC| > |AC| a |AC|+ |BC| > |AB| aj |AB|+
|AC| > |BC].

Priamka a jej casti

Priamku AB moéZeme rozdelit jednym bodom V, ktory na nej lezi, na dve
navzajom opacné polpriamky. Oznacujeme ich VA a VB pricom V je zaciatok
polpriamok a A, resp. B je niektory z bodov, ktory na nej lezi.

Usecka je ohrani¢ena cast priamky. Oznacujeme ju pomocou hrani¢nych
bodov.

Veta: n roznych bodov priamky p deli tato priamku na n+1 casti: dve
polpriamky a n-1 tseciek.
2. Rozdelte tisecku AB na tri rovnako velké casti:

Na to, aby sme rozdelili dant tsecku na tri rovnaké casti, pouZzijeme
nasledujuci postup:

Zostrojime pomocnu polpriamku AC, na ktorej umiestnime 3 body tak, aby
vytvorili Ziadany pomer. Posledny bod spojime s bodom B arovnobeZne
premietneme ostatné dva na tsecku AB, ¢im sme ju rozdelili na tretiny.
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Obréazok 2.  Delenie tsecky

Dokaz toho, Ze tymto postupom sme skutoc¢ne rozdelili asecku na tri rovnako
vel'ké ¢asti, vyplyva z podobnosti trojuholnikov. (Vid' prislusna kapitolu.)

Zlatyj rez

“Geometria ma dva poklady: Pytagorovu vetu a zlaty rez. Proy ma cenu zlata, druhy
pripomina skor drahocenny kamen.” (Johannes Kepler)

Ide o taky deliaci pomer, ktory vznikne rozdelenim tsecky na dve casti,
pricom pomer vicSej casti k mensej je rovnaky, ako pomer celej tsecky
k vacsej casti. Tento pomer najdeme v prirode, umeni, architekttare
a mnohych dalsich oblastiach. Jeho definiciu ndjdeme uz v Euklidovych
Zakladoch.

> Vyskusajte, ¢i vade identifikacné karty spliiajti pomer zlatého rezu, tj.
ich strany sa v pomere zlatého rezu. Dajte k sebe jednu kartu dlhsou
stranou vodorovne a druhua dlhsou stranou zvislo. Pravitkom overte, ¢i
lavy spodny roh, pravy horny roh prvej karty a pravy horny roh
druhej lezia na jednej priamke. Ak ano, tak strany st v pomere zlatého

a+b

v . . P , v a
rezu. Skutocne, z podobnosti trojuholnikov vyplyva, ze = —.

a b

Obrazok 3.  Zlaty obdiznik

145

Zlaty rez oznac¢ujeme pismenom ¢ = > > = 1,618.

Zaujimava je jeho spojitost s Fibonacciho postupnostou - to je postupnost cisel:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ..., kde kazdé ¢islo je suctom predchédzajicich dvoch.
Ak dame do pomeru niektoré susedné cisla, dostaneme ¢islo velmi blizke
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zlatému rezu - dokonca, ¢im vyssie ¢isla pouzijeme, tym blizsie k zlatému
rezu budeme.

Druhou zaujimavou vlastnostou cisla ¢ = \/§2+1 = 1,618 je to, ze jeho
obratend hodnota, teda % = \/% = 0,618 je presne o jednotku mensia ako ¢.

.....

priblizne 1,618. Ak mensie k vac¢Siemu, tak 0,618.

Lomena ¢iara a mnohouholnik

Ciara je nepretrzity sled bodov. Vznikd napriklad pohybom bodu. Ak bod
pocas tohto pohybu nemeni smer, tak takéto ciary nazyvame rovnymi
(priamka, polpriamka, secka). Ak meni smer, tak st to krivé ciary. Prikladom
krivej ¢iary je tzv. lomena ciara.

Lomenou ciarou A1Az..An, nazyvame zjednotenie UGsefiek A;A4, U A,A3 U ..U
An_14,, z ktorych ziadne dve susedné nelezia na tej istej priamke.

A6
® Ad

< .

Obrazok 4. Lomené ¢iary

Dve susedné tsecky teda maja spolo¢ny prave jeden bod. Ak ziadne d'alsie
tsecky tvoriace loment ¢iaru nemajt spolo¢ny bod, tak taktito loment ¢iaru
nazyvame jednoduchou.

Obrazok 5. Jednoduché lomené ¢iary

Ak A; = A,, tak taktato lomend ¢iaru nazyvame uzavretou.
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KaZzda uzavreta jednoducha lomena ciara deli rovinu na dve casti, z ktorych
jedna je ohranicena - t nazyvame mnohouholnik a druha je neohranicena.

Usecky, ktoré tvoria jednoducht uzavretd loment &aru budeme nazyvat
stranami mnohouholnika. Body, ktoré st krajnymi bodmi stran
mnohouholnika nazveme vrcholy mnohouholnika.

Mnohouholnik sa nazyva konvexny, ak pre kazda dvojicu jeho bodov A, B
plati, ze celd tsecka AB lezi v tomto mnohouholniku.

Obrazok 6. Konvexné mnohouholniky

Mnohouholnik sa nazyva nekonvexny, ak existuje taka dvojica jeho bodov A,
B, ze tsecka AB nelezi cela v tomto mnohouholniku.

Obrazok 7.  Nekonvexné mnohouholniky

» V prazdnej miestnosti s konvexnym podorysom nema vyznam hrat sa
na schovavacku - nech st hraci kdekolvek, kazdy vidi na kazdého.
V miestnosti s nekonvexnym podorysom je niekedy mozné sa
na chvil'u stratit z dohl'adu.

3. Nakreslite mnohouholnik, v ktorom existuje taky bod, Ze z neho nie je vidief
Ziadnu stranu celil.

Uloha ma zrejme viacero roznych rieSeni. Jedno z nich je na obrazku 8 vlavo.

4.  Nakreslite mnohouholnik, Ze existuje taky bod, ktory v fiom neleZi, a z ktorého ani
jednu stranu nie je vidiet celil.

Uloha ma viacero r6znych rieSeni, jedno z nich je na obrazku vpravo.
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Obrazok 8.  Mnohouholnik, ku ktorému existuje bod, z ktorého Ziadnu stranu
mnohouholnika nevidiet cela

Uhol

Pojem uhol zadefinujeme niekol'kymi sp6sobmi. Za¢nime pojmami polrovina
a polpriamka.

Polrovina je ta cast roviny, ktord je z jednej strany ohrani¢end priamkou.
Hovorime, Ze priamka deli rovinu na dve polroviny. Pre jednoznaé¢né urcenie,
o ktora polrovinu ide, pouzivame jeden bod, ktory danej polrovine patri a
nelexi na hrani¢nej priamke. OznaCenie pA znamena, e polrovina je
ohrani¢end priamkou p a patri jej bod A. Polrovinu mdZeme oznacit aj

trojicou nekolinedrnych bodov ABC, kde AB je hrani¢na priamka.

Definicia 1: Uhol je prienik dvoch polrovin ohranicenych réznobeznymi priamkami
paq.
Na obrazku 9 vidime uhol, kory je prienikom polrovin pM, qM.

Vyznaénymi prvkami uhla sa: vrchol V - bod, v ktorom sa dané priamky
pretinaji. Rameno uhla je polpriamka, ktord je prienikom jednej hrani¢nej

priamky, napr. p a druhej polroviny gM.

Uskalim tejto definicie je nemoZnost definovat nulovy, plny ani priamy uhol,
ked'ze hrani¢né priamky by tu boli totozné. Ak by sme definiciu zmenili
na prienik dvoch polrovin ohranic¢enych priamkami, ktoré maja aspoii jeden
spoloény bod, potom by sme vyriesili problém nulového uhla (opa¢né
polroviny) a priameho uhla (totozné polroviny), ale nie plného uhla a navyse
pri nulovom a priamom uhle by sme nevedeli ur¢it vrchol uhla (otazkou je, ¢i
by to malo vadit?)
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Obrazok 9.  Uhol ako prienik rovin

Definicia 2: Uhol je mnoZina bodov leZiacich na niektorej z polpriamok, ktoré maju
vsetky zaciatok v strede danej kruznice a ich druhy bod leZi na danom kruzZnicovom
obliiku.

Uhol je tu definovany cez dany kruznicovy oblak (vid" prislusna kapitolu).
Této definicia je jednoznac¢nd, pretoze k 'ubovolnému danému kruznicovému
oblaku existuje prave jeden uhol, ktory je nim urceny.

Vrchol je potom definovany ako stred tejto kruZznice, alebo spolo¢ny bod
vSetkych polpriamok a ramend st krajné polpriamky - polpriamky, ktorym
patria krajné body kruznicového obluka.

Nulovy uhol je potom jedind polpriamka a plny uhol st body vsetkych
polpriamok so zaciatkom v bode V - ¢iZe celd rovina. Priamy uhol je
prirodzene ohraniceny navzdjom opa¢nymi polpriamkami.

Obrazok 10. Uhol ako zjednotenie polpriamok
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Takéato definicia je vhodnou pripravou na operacie s uhlami, ako je
prendsanie uhlov, s¢itanie, od¢itanie uhlov, delenie na polovice a podobne -
vSetky tieto operacie robime vlastne s danym kruZnicovym obldkom.

A do tretice este jednoduchsia definicia:

Definicia 3: Uhol je cast roviny ohranicend dvoma polpriamkami so spolocnym
zaciatkom.

Tato definicia ale nie je jednoznac¢na, kedze dvojica polpriamok so spolo¢nym
zac¢iatkom deli rovinu na dva uhly - jeden konvexny a jeden nekonvexny
(pripadne dva priame).

Tato nejednoznacnost obvykle riesime bud dodatoénym oznacenim, o ktory
z nich sa jednd. Niekedy sa zaml¢iava podmienka, ze mame na mysli
konvexny uhol. Spravnejsie je vSak zaviest pojem tzv. orientovaného uhla.
Vtedy ur¢ime, ktoré rameno je zaciato¢né a ktoré koncové. Uhol je ta cast
roviny, ktord ide od zaciato¢ného ramena proti smeru hodinovych ruciciek.

Uhly c¢asto oznacujeme znackou pre uhol a trojicou bodov «AVB. Stredné
pismeno je vzdy vrchol uhla. Prvé pismeno oznacuje lubovolny bod
na prvom ramene uhla a tretie na druhom ramene uhla. Poradie ramien by
malo ist proti smeru hodinovych ruciciek.

Druhou moZnostou je oznac¢ovanie uhlov malymi pismenami gréckej abecedy,
najcastejSie sa pouzivaju prvé pismena a, p, y, 0, ... Kompletny zoznam
pismen je na nasledujicom obrazku. Pismend gréckej abecedy sa
v matematike pouZivaja vel'mi ¢asto na oznacovanie roznych objektov.

Symbol | |vysl.] | pomenovanie Symbol | |[vysl.| | pomenovanie
a; A la] | alfa &= [x] | ksi

8; B [b] | beta 0; O lo] | omikrén

v T lg] | gama m,ow; I | |p| | pt

J; A [d] | delta p,0; R [r] |ro6

e,6; B le] | epsilon o,6; % [s] sigma

¢; Z [z] | zéta T T [t] | tau

n; H [e] | éta v; T [i,y] | ypsilon (iipsilon)
6,9; © | [th] | théta o, ; D [f] | fi

v I li,j] | iota (jota) x; X [ch| | chi

Kk,0c; K| k| | kapa P; v [ps| | psi

A A [1] lambda w; 2 [6] | omega

w; M [m| | mi (mi)

vN [n] | ni (nf) N [a] | alef

Obrazok 11. http:/ /www kf.fpv.ukf.sk/pracovnici/teleki/ Grecke ABC.pdf
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Obrazok 12. Uhol 4BVA

Uhly delime podla ich velkosti na konvexné: ostré, pravé, tupé, priame a
nekonvexneé.

Trojuholnik

Mnohouholnik s najmensim poc¢tom stran je trojuholnik. Je to dolezity utvar,
nakolko vsetky ostatné mnohouholniky vieme rozdelit na trojuholniky
a pracovat s nimi.

Hlavnymi vyznaénymi prvkami trojuholnika sti vrcholy, strany a vnatorné
uhly. Podla stran delime trojuholniky na rovnostranné, rovnoramenné
a roznostranné.

Podla wuhlov delime trojuholniky na ostrouhlé, pravouhlé a tupouhlé.
V pravouhlom trojuholniku nazyvame stranu oproti pravému uhlu: prepona
a ostatné dve strany odvesny.

Vztah medzi stranami trojuholnika uréuje trojuholnikova nerovnost. Vrcholy
trojuholnika totiz musia byt nekolinearne.

Zhodnost trojuholnikov

Definicia: Dva trojuholniky st zhodné, ak mozno ich vrcholy navzajom
priradit tak, Ze zodpovedajtce strany a uhly st zhodné.

Vety o zhodnosti trojuholnikov:

Dva trojuholniky st zhodné, ak sa zhodujt:

sss: vo vSetkych navzajom zodpovedajtcich stranéch.

sus: v dvoch navzdjom zodpovedajtcich stranach a uhle, ktory zvieraja.

usu: v jednej strane a navzajom zodpovedajacich uhloch k nej prilahlych.
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Ssu: v dvoch navzajom zodpovedajucich stranach a uhle oproti vadc¢sej z nich.

Vety o zhodnosti trojuholnikov st velmi ¢asto vyuzivané v dokazovych
ulohéch.

5. Dokizte, Ze uhlopriecky kosostvorca sii na seba kolmé.

Dokaz priamo vyplyva zo zhodnosti trojuholnikov AABS = ACBS (sss) .
Zhodnost stran vychadza z vlastnosti uhlopriec¢ok kosostvorca - navzdjom sa
rozpolujua. (Pozri prislusna kapitolu.)

(V tomto zapise je nevyhnutné spravne poradie vrcholov.)

C

A B
Obrazok 13. Uhlopriecky kosostvorca
Uhly 2ASB a 4CSB st preto tiez zhodné, ich sucet je 180°, takZe musia byt
prave.
6. Dokazte, Ze pre vniitorné uhly lubovolného trojuholnika plati: a + f +y =
180°.

Pomocou rovnobeZiek vyplnime celt rovinu zhodnymi trojuholnikmi. Potom
vidime, Ze tri uhly trojuholnika skutoc¢ne tvoria spolu priamy uhol.

Obrazok 14. Stucet uhlov v trojuholniku je priamy uhol

> K objavu: “stcet vsetkych troch vnatornych uhlov trojuholnika je
rovny priamemu uhlu” moZno doviest Ziakov samostatnym
objavovanim. Zac¢neme stuc¢tom uhlov v pravouhlom trojuholniku.
Potom uz sta¢i len pripustit moznost rozdelenia l'ubovolného
trojuholnika na dva pravouhlé.
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Podobnost trojuholnikov

Definicia: Dva trojuholniky st podobné, ak maji rovnaky pomer
zodpovedajtcich stran. Tento pomer dizok stran nazyvame pomer
podobnosti.

Veta: Dva trojuholniky stt podobné ak
uu: sa zhoduju v dvoch uhloch.

sus: sa zhodujt v pomere dizok dvoch stran a maja rovnaky uhol, ktory tieto
dve strany zvieraju.

7. Dokadzte, Ze pravouhly trojuholnik je viyskou na preponu rozdeleny na dva
podobné trojuholniky. Navyse tieto trojuholniky su podobné aj celému
trojuholniku.

Vsetky tri trojuholniky maja tie isté uhly, preto podla vety (uu) su vsetky
navzdjom podobné. Pri zapisovani podobnosti musime déavat pozor
na poradie vrcholov. (V8imame si uhly pri vrcholoch.) AABC =~ ACBD =
AACD

L g
A D B

Obrazok 15. Podobnost trojuholnikov
8. Urcte vysku stromu bez toho, Ze by ste narn museli vyliezt.

Tato prakticka tloha méd hned’ niekol'ko moznych rieSeni. Znamym spdsobom
je ten, ktory pouzil Téles v Siestom storoc¢i p. n. 1. Tales odmeral vysku
pyramidy tak, ze si pockal na den a hodinu, kedy jeho vlastny tieri mal
rovnaka dizku, ako bola jeho vyska. Presne vtedy odmeral tieii pyramidy a
vedel jej vysku. (Perelman, 1952).

Vdaka vedomostiam o podobnosti trojuholnikov je mozné tento postup
prisposobit tak, aby sa ho dalo pouzit v akykol'vek jasny slne¢ny den a
hodinu. Slne¢né lace totiz dopadaji na Zem v podstate rovnobezne. Staci teda
zabodnuat kolmo do zeme nejakt ty¢, odmerat jej vysku a tien a vieme, Ze
v rovnakom pomere bude aj vyska a tier: stromu.
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Obrazok 16. Meranie vysky stromu pomocou jeho tietia

Druhy zaujimavy spdsob je popisany v roméne Jula Verna Tajuplny ostrov.
Na obrazku 17 vidime spdsob, akym bola merana vyska skaly. Pouzita
pri tom bola opét iba jedna ty¢ zabodnuta do zeme. V tomto pripade bola
vyuzitd skuto¢nost, ze svetlo sa pohybuje po priamke. Pozorovatel si I'ahol
na zem tak, aby videl vrch tyce v “zékryte” s vrcholom hory. Postup sa dal
aplikovat aj pri zamracenej oblohe.

Obrazok 17. Meranie vysky skaly

Dalgie zaujimavé sposoby merania pouZivajice podobnost trojuholnikov
mozeme néjst v knizke J. I. Perelmana - Geometrie v pfirode vydanej v roku
1952.

Dalej si pripomenieme niektoré vyznacné pojmy stvisiace s trojuholnikom.

Taznica je tsecka spéjajtica stred strany s protifahlym vrcholom.
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A B
Obrazok 18. Taznice trojuholnika

Taznica deli trojuholnik na dva trojuholniky s rovnakym obsahom.
Vsetky taznice sa pretinaja v jedinom bode, ktory volame faZisko.
Tazisko deli kazdu taznicu v pomere 1:2

v < X X

Pojem taZisko je v tomto zmysle totozny s fyzikdlnym taZiskom - ak
vyrobime trojuholnikovy model z rovnorodého vsade rovnako
hrubého materialu, tak prave na tazisko ho méZeme polozit na hrot
ihly a nespadne.

Stredna priecka je tsecka, ktora spédja stredy stran daného trojuholnika.

C

A v —e

B
Obrazok 19. Stredné priecky trojuholnika

v' Vsetky tri stredné priecky delia trojuholnik na $tyri zhodné
trojuholniky.

v' Stredna priecka je rovnobezna s protilahlou stranou.

v’ Dlzka strednej priecky je polovicou dizky protilahlej strany.

Vyska je tsecka spdjajuca jeden vrchol trojuholnika s patou kolmice, ktora
prechadza tymto vrcholom a je kolma na priamku, na ktorej lezi protilahla

strana. .

Obrazok 20. Vyska trojuholnika
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v" Priamky, na ktorych lezia vysky trojuholnika, sa pretinaji v jedinom
bode, ktory nazyvame ortocentrum.

Os strany je priamka, ktord prechadza stredom strany a je na riu kolma.

Obréazok 21. Osi stran

v’ Vsetky tri osi strdn sa pretinaju v jedinom bode, ktory je zaroven
stredom opisanej kruZnice.

vV pravouhlom trojuholniku lezi stred opisanej kruznice v strede
prepony. Kruznicu opisant pravouhlému trojuholniku nazyvame
Talesova kruznica.

Os uhla je polpriamka, ktord deli vnatorny uhol trojuholnika na dva zhodné
uhly.

Obrazok 22. Osi vnutornych uhlov

v' Vsetky tri osi uhlov sa pretinaju v jedinom bode, ktory je zaroven
stredom vpisanej kruznice.
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Euklidova veta o vyske

Euklidove vety st dve tvrdenia o pravouhlom trojuholniku nachadzajtice sa
v knihach Euklidovych Zdkladov. Euklidova veta o vyske hovori, Ze ak v je
vyska na preponu pravouhlého trojuholnika, tato deli preponu na dve casti,
pri¢om ¢, je ta cast prepony, ktora je blizsie k strane a (analogicky cp), tak plati

CqCp =12

A ch P ca B

Obrazok 23. Euklidova veta o vyske

Dokaz vyplyva z podobnosti trojuholnikov: AAPC~ACPB(uu). Preto pomer

P C v 2. . . P .
stran 7“ = —. Upravou tejto rovnice dostdvame hl'adany vztah.
b

O platnosti Euklidovej vety o vyske sa mozeme presvedcit aj graficky.
Zostrojime $tvorec s obsahom ©? (na obrazku 24 ten cerveny) a obdiznik
so stranami ¢; a c¢» (zeleny). Umiestnime ich tak ako na obrazku 24. Ak
¢iarkovana tsecka prechadza priese¢nikom stran obdiznika a tvorca, tak ich
obsahy stt zhodné. (Dokaz ponechdvame ¢itatel ovi ako cvicenie.)

ch

e
A cb P ca B

Obrazok 24. Euklidova veta o vyske graficky

9. Urcte obsah pravouhlého trojuholnika, o ktorom vieme, Ze vyska na preponu deli
tiito preponu na dve Casti, z ktorvch jedna md dizku 2 cm a druhd 8 cm.
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Obréazok 25. Uloha na vyuzitie Euklidovej vety o vyske

Podla Euklidovej vety o vyske vypocitame vysku: v = V2.8 =4 cm. Potom

S=%=20cm2.

Pytagorova veta a Euklidove vety o odvesne

Pytagorova veta je jedna z najznamejSich viet v geometrii. Nesie meno
Pytagora zo Samosu, ktory zil v juznom Taliansku pred 2500 rokmi napriek
tomu, Ze nie je jeho objavom. Pytagorovou zéasluhou je jej dokaz. Vlastnost,
ktortt dnes volame Pytagorova veta, objavil pocas svojich ciest po Egypte, kde
zememeraci davno pouzivali lano s uzlami, ktoré oznacovali 3, 4 a 5 jednotiek
dizky. Trojuholnik, ktory s pomocou neho vytvorili, bol vzdy pravouhly.

Cisla 3, 4 a 5 st prvou znamou Pytagorejskou trojicou (tj. ¢isla vyhovujtce
Pytagorovej vete, ktoré st vietky celé). Dalsimi Pytagorejskymi trojicami st
okrem vsetkych jej celo¢iselnych nasobkov (6, 8, 10, dalej 9, 12, 15 a.t.d\) aj
napr. 5, 12, 13 a ich nasobky, d'alej 8, 15, 17 a mnoho d’alsich.

Historickou zaujimavostou je, Ze Pytagorova veta sice asi najviac preslavila
Pytagora, ale zaroven spoOsobila prva velka krizu vtedajSej matematiky.
Pytagorejci boli nieco ako sekta uznavajuaca celé ¢isla a ich pomery za zaklad
vSetkého. Jeden z Pytagorovych nasledovnikov Hippasos poukazal na to, ze
ak maja odvesny trojuholnika dizku 1, tak dizka prepony sa neda vyjadrit
pomerom celych ¢isel. Legenda hovori, Ze Pytagoras po tomto zni¢ujicom
udere, ktory podkopaval jeho autoritu, pozval Hippasa na ryby, ale na breh
sa vratil sdm... (Jackson, 2013, s. 13)

Euklidove vety o odvesne su dve:
c.c, =a? c.c,=Db?

Dokaz vyplyva z podobnosti trojuholnikov: AAPC~AACB(uu). Potom totiz

Ca

pomer stran — =%. Upravou tejto rovnice dostdvame hladany vztah.

Analogicky dokazeme aj druhy vztah.
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Graficky mozeme obe Euklidove vety o odvesne znazornit nasledovne. Hned'
aj budeme vidiet, ako z nich I'ahko odvodime Pytagorovu vetu.

Obrazok 26. Pytagorova veta a Euklidove vety

Pytagorovu vetu je moZné dokézat aj pomocou nasledujtaceho obréazka.

® e

a b b a

Obréazok 27. Dokaz Pytagorovej vety

Pytagorova veta vyjde z dvoch spdsobov vypoctu obsahu Stvorca so stranou
dizky a + b. Obsah sa rovna S = (a + b)? = a? + 2ab + b?, ale dé sa vypocitat
ako stcet obsahov 4 pravouhlych trojuholnikov a jedného $tvorca so stranou
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dizky ¢, cize S=4- %ab + c?. Ked dame tieto dva vztahy do rovnosti,
dostaneme rovnost a® 4+ b? = ¢ z Pytagorovej vety.
Nasledujtca tloha je zaujimavou ukazkou vyuZitia Pytagorovej vety.

10. Dokazte, Ze obsah pravouhlého trojuholnika ABC je rovny siuctu obsahov
vyznacenych mesiacikov.

B
Obréazok 28. Uloha o mesiacikoch

Zacneme rovnostou, ktora vyplyva z Pytagorovej vety - polkruhy zostrojené
nad odvesnami maji spolu rovnaky obsah ako polkruh zostrojeny
b

2 2 2
nad preponou. Dovod: Y (g) +im (—) =n (5) je ekvivalentna rovnica
2" \2 2" \2 27 \2

ako rovnica v Pytagorovej vete (staci ju cela vynasobit 8 a vydelit ¢islom i.)

c c
A A k
B B'

Obrazok 29. Riesenie tlohy o mesiacikoch

Z obrazka 29 vidime, Zze ak odstranime casti, ktoré st vysrafované na oboch
obrazkoch, tak vlavo zostane trojuholnik a vpravo mesiaciky. Ich obsah teda
musi byt zhodny.

> Pytagorovu vetu modZeme modifikovat: namiesto Stvorcov
nad odvesnami moéZeme pouzit akékolvek podobné plosné atvary
(ako polkruhy v predchddzajtcej tlohe), ktorych rozmery stt odvodené
od dizok stran trojuholnika. Napriklad obsah pravidelnych
patuholnikov zostrojenych nad odvesnami pravouhlého trojuholnika
je rovny obsahu pravidelného patuholnika zostrojeného nad preponou.
Alebo pouZijeme obdizniky, ktorych jedna strana je strana
pravouhlého trojuholnika a druhd je jej polovicou a.t.d'.
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Stvoruholniky

,Stvoruholnik je cast roviny ohranicend jednoduchou uzavretou lomenou
¢iarou zloZenou zo Styroch tseciek.” Alebo, ak uz médme definovany pojem
mnohouholnik: ,Stvoruholnik je mnohouholnik, ktory ma styri strany.”

Stvoruholniky mézeme delit podla roznych kritérif. Prvym kritériom byva
rovnobeZnost protilahlych stran. Tak dostdvame tri moznosti:

]
a a
a $ %
b
S o—t1+—— 0
a
a
c c c
q b b
b d
b
L ®
a a

Obrazok 30. Stvoruholniky

(=2
(=2
o

o

Rovnobezniky - maji obe dvojice protilahlych stran rovnobezné. Tieto
mozeme dalej delit bud podla velkosti stran a uhlov, ktoré zvieraju, alebo
podla velkosti uhloprietok a uhla, ktory zvieraju na: stvorce, obdlzniky,
kosostvorce a kosodlZniky.

Lichobezniky - maju jednu dvojicu protifahlych strdn rovnobeznd.
RovnobeZné strany nazyvame zdkladne a rdznobezné ramend. MdZeme z nich
vyclenit podskupinu - rovnoramenné lichobezniky, ak st ramend rovnako dlhé,
alebo pravouhlé lichobezniky, ak je jedno z ramien kolmé na zakladne.

Roznobezniky - nemaju Ziadne rovnobeZné strany. Specidlnou podskupinou
st deltoidy (Sarkany) - konvexné Stvoruholniky, ktoré maja dve dvojice
prilahlych stran zhodné. Medzi r6znobezniky patria aj vSetky nekonvexné
Stvoruholniky.

Pozndme aj iné Kklasifikacie - napriklad na konvexné anekonvexné
Stvoruholniky alebo tetivové (tie, ktorym sa da opisat kruznica) a netetivové
Stvoruholniky.

11. Dokdzte, Ze dizka strednej priecky lichobeznika je rovnd aritmetickému priemeru
dlzok zakladni.

LichobeZnik rozdelime uhloprie¢ckou na dva trojuholniky. Stredna priecka
lichobeZnika sa sklada z dvoch strednych prie¢ok tychto dvoch trojuholnikov.
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Z vlasnosti strednych priecok trojuholnika dostdavame hladany vztah aj
pre strednu priecku lichobeznika.

/21;
/ 1122

a

Obrazok 31. Rozdelenie strednej priecky lichobeznika uhloprieckou

12. Dokazte, Ze stredy stran lubovolného stvoruholnika tvoria vrcholy rovnobeznika.

A

Obrazok 32. Stredné priecky stvoruholnika

Dokaz je zaloZeny na fakte, Ze v trojuholniku ABD je HE strednou prieckou
a preto je tsecka HE rovnobeznd so zdkladiiou BD, rovnako v trojuholniku
BCD je FG strednou prieckou a preto je tiezZ rovnobeznd so zakladrou BD.
Vieme teda, ze tsecky HE a FG st rovnobezné. Ak stvoruholnik rozdelime
uhloprieckou AC, dostaneme ten isty zaver aj pre tisecky EF a GH.

13. Dokdzte, Ze v deltoide ABCD siui uhlopriecky na seba kolmé a uhlopriecka AC je
uhloprieckou BD rozdelend na polovice.

Stac¢i nam dokazat, ze AABE = ACBE (sus).

B

D

Obréazok 33. Uhlopriecky deltoidu
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Na to potrebujeme dokédzat rovnost uhlov 2ABE a 4CBE, ktora ale vyplyva
zo zhodnosti: AABD = ACBD (sss).

14. Ukazte, Ze stvorec mozno rozdelit na n = 4, 6, 7, 8 9, 10, 11,

neprekryvajiicich sa Stvorcov (nie nutne rovnakych).

Zacneme rieSenim pre pre n =4, 6, 8.

Obrazok 34. Delenie $tvorca

Vsetky d'alsie mozZnosti vieme ziskat tak, ze niektory zo Stvorcov rozdelime
na Styri casti, ¢fm nam celkovy pocet casti narastie o tri. Takto z delenia na 4
¢asti odvodime delenie na 7, 10, 13, ..., vSetky ¢isla tvaru 3k+1. Z delenia na 6
Casti dostaneme delenie na 9, 12, ..., 3k ¢asti a z delenia na 8 ¢asti dostaneme
deleniana 11, 14, 17, ..., 3k+2 Casti.

Pravidelné mnohouholniky

Definicia by mohla zniet takto: “Pravidelnym mnohouholnikom je taky
mnohouholnik, ktorého vsetky strany st zhodné.” Tato definicia je vSak prilis
Sirokd, pretoZe do nej spadajt roznorodé ttvary, napr.:

Bezne chdpané pravidelné mnohouholniky - zhoduja sa nielen vsetky strany, ale
aj vSetky vnutorné uhly. Tieto st vzdy konvexné a majt opisand kruznicu.

Pravidelné hviezdicové mnohouholniky - maja dve skupiny vrcholov: vrcholy,
ktoré sa vrcholmi konvexného vnutorného uhla (“vonkajsie”) leZzia vsetky
na jednej kruznici a vrcholy, ktoré st vrcholmi nekonvexného vnutorného
uhla (“vnatorné”) lezia na druhej kruznici, ktora je ststredna s prvou. (Maja
spolo¢ny stred.)
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Iné - mnohouholniky zloZené z rovnakych stran, ale majtce roézne vnatorné
uhly.

» Vytvorte rdzne mnohouholniky s rovnakymi stranami tak, Ze spojite
rovnako dlhé palicky pruznym spojom a vytvarajte z nich rdozne tvary.

Na obrazku 35 vidime pravidelny Sestuholnik a pravidelny hviezdicovy
dvanastuholnik, ktory niekedy nazyvame aj Sestcipou hviezdou.

o«

Obrazok 35. Pravidelny a hviezdicovy mnohouholnik
15. Odvod'te vzorec pre siicet vniitornych uhlov pravidelného mnohouholnika

Odvodenie je platné aj pre iné ako pravidelné mnohouholniky. Podstata
spoc¢iva v rozdeleni n-uholnika na n-2 trojuholnikov, z ktorych ma kazdy
stucet uhlov 180°. Preto je sucet uhlov rovny (n — 2) - 180°.

O o

Obrazok 36. Rozdelenie patuholnika na tri trojuholniky

16. Narysujte pravidelnii pétcipu hviezdu.

Kedze pdt vonkajsich vrcholov bude lezat na kruznici, zatneme touto
kruznicou. Na nej musime rovnomerne rozlozit pat bodov. To dosiahneme
pomocou rozdelenia uhla pri strede kruZznice na pat ¢asti: 360°: 5 = 72°.

Nakreslime mensiu kruznicu sastredna s prvou a body na nej rozmiestnime
podobne, ale tak, aby prvy z nich lezal na spojnici stredu jedného z vonkajsich
oblikov a stredu kruZnice.
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Obrazok 37. Pravidelnd patcipa hviezda
> Skuste, ako sa meni tvar hviezdy pri zmene polomeru mensej kruznice.

17. Nakreslite pitcipu hviezdu podobne ako v predchddzajiicej iilohe s tym, Ze
vniitorné body nebudii leZat na spojnici stredov oblitkov so stredom kruZnice.
(Budui pootocené.)

Mnohouholnik, ktory takto dostaneme, nie je pravidelny, pretoze obsahuje
strany dvoch roznych dizok.

Obrazok 38. Nepravidelna patcipa hviezda

KruZnica a kruh

KruZnica je ¢iara v rovine spéjajica vsetky body, ktoré majt od daného bodu,
ktory nazyvame stredom, rovnaka vzdialenost, ktora nazyvame polomerom.
Kruh je plocha ohranic¢ena kruZznicou.

18. Narysujte kruznicu, ak je dand tromi bodmi, ktoré na nej leZia.
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Uloha ma totozné rieSenie s hfadanim opisanej kruznice trojuholniku. Staci
vSak narysovat iba dve tsecky a ich osi. (Vieme, Ze tretia by prechddzala tiez
ich priese¢nikom.)

Obrazok 39. KruZnica uréena tromi bodmi

Dva body na kruznici delia kruznicu na dva kruzZnicové obliky. Kruznica
s priamkou moéZzu mat spolo¢ny bod. Ak je jeden, tak taktato priamku
nazyvame dotycnicou ku kruznici. Ak maja dva spolo¢né body, tak secnicou
kruZznice.

19. Nijdite dotycnicu ku kruznici idiicu bodom, ktory lezi na kruznici.

Doty¢nica je kolmd na polomer kruZnice spdjajaci stred kruznice a bod
dotyku.

Obrazok 40. Dotyc¢nica ku kruznici

Veta o obvodovom a stredovom uhle

K danému obltku ABna kruZnici prislicha jeden stredovy uhol #ASB
a nekonecne vel'a obvodovych uhlov 2AVB (V je I'ubovolny bod na kruZznici
okrem bodov na obliku AB). Vetky obvodové uhly st zhodné a rovné prave
polovici velkosti stredového uhla.
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Obrazok 41. Stredovy a obvodové uhly

Specidlnym pripadom vety o obvodovom a stredovom uhle je Télesova
kruzZnica. Talesova kruznica je kruznica vytvorena nad dseckou, ktord tvori jej
priemer. Zname je, Ze trojuholnik, ktorého jedna strana je priemerom jemu
opisanej kruznice, je vzdy pravouhly. Toto je dosledok vety o stredovom
a obvodovom uhle. Stredovy uhol je v tomto pripade 180°. Preto obvodovy
musi byt 90° bez ohl'adu na to, kde na Télesovej kruznici sa bod C nachadza.

90

AK < ]B

Obrazok 42. Talesova kruznica

20. Najdite dotycnicu ku kruznici idicu danym bodom, ktory na kruznici nelezi.

Aby sme vyriesili tato dlohu, potrebujeme nédjst bod dotyku priamky
a kruZznice - vyuzijeme skuto¢nost, Ze polomer kruZnice idaci bodom dotyku
je kolmy na dotyé¢nicu. Cize trojuholnik SMT ma byt pravouhly. Bod T
najdeme pomocou Téalesovej kruznice nad priemerom SM.

Obrazok 43. Doty¢nica ku kruznici iddca bodom M
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Elipsa a oval

Elipsa je utvar, ktory mé& nezanedbatelny vyznam v astronémii, optike
ainych fyzikdlnych vedach. Drédhy planét slne¢nej ststavy st totiz elipsy,
pri¢om Slnko je umiestnené v jednom z ich ohnisk. Dalgou zaujimavostou je,
ze ak do jedného ohniska zrkadlovej elipsy umiestnime svetelny zdroj, vsetky
ltace sa odrazia do druhého ohniska.

Elipsa je definovana ako mnozina bodov, ktorych stacet vzdialenosti od dvoch

.....

tychto dvoch bodov.

Obrazok 44. Elipsa

» Zihradnicka konstrukcia: Vytvorit elipsu je mozné pomocou dvoch
pevnych kolikov a lana, ktorého konce priviazeme k tymto pevnym
kolikom. Lano natiahneme a piSeme na zem krivku tak, ako s lanom
stale natiahnutym pohybujeme.

» Znama je tuloha o priviazanej koze - priviazeme konce lana, na ktorom
je koza uviazand, k dvom kolikom. Toto lano je pretiahnuté cez usko
obojku na koze, takZze sa hladko pohybuje. Akt plochu trdvnika koza
spasie?

Elipsa ma dve osi simernosti (pozri prislusna kapitolu). Os, ktord prechadza
ohniskami, volame hlavnd os, druha na fiu kolma os simernosti sa nazyva
vedlajsia os. Elipsa je teda stredovo stmernd podla stredu, ktory je
priese¢nikom osi simernosti. Vzdialenost stredu od bodov elipsy sa meni
z najkratsej, ktord meriame na vedlajsej osi a oznacujeme ju pismenom b -
vedlajsia poloos, az po najdlhsiu, ktord je merand na hlavnej osi a oznacujeme
ju a - hlavnd poloos. Vzdialenost stredu od ohniska oznac¢ujeme pismenom e -
excentricita. Pozri obrazok 45.

Zaujimavy je vztah medzi dizkou a a dizkou lana, ktoré elipsu vytvaralo:
Lano méa presne rovnaku dizku, ako je $irka elipsy na hlavnej osi, ¢ize 2a.
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Obrazok 45. Elipsa, vztah medzi hlavnymi prvkami

21. Na pozemku je uviazand koza o dva koliky vzdialené 8 metrov od seba. Lano,
na ktorom je koza uviazand md dizku 10 metrov. Aké rozmery md plocha, ktori
koza spasie?

Koza zrejme spasie plochu ohranicend elipsou. Rozmermi elipsy budeme
v tejto tlohe chapat dizky hlavnej a vedlajsej poloosi.

Ak je vzdialenost kolikov 8 metrov, tak e = 4 metre. Kedze dizka lana je
presne $irkou elipsy na hlavnej osi, vieme, Ze $irka je 10 metrov. Cislo a je
polovicou, ¢ize 5 metrov. Hodnotu ¢isla b dopocitame pomocou Pytagorovej
vety: 52 = 4% + b%. Koza teda spasie plochu ohranicent elipsou s dizkou
hlavnej poloosi 5 metrov a dizkou vedlajéej poloosi 3 metre.
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Ulohy

1) Vytvorte taku definiciu pojmu obdlZnik, pri ktorej sa bude stvorec
povaZovat za $pecidlny pripad obdiznika.
2) Vytvorte takat definiciu pojmu kosostvorec, pri ktorej sa bude Stvorec

povazovat za Specidlny pripad kosostvorca.

3) Je dana tsecka AB, ndjdite na nej bod C tak, Ze jeho vzdialenost od bodu
A bude S$tvrtinou vzdialenosti od bodu B. Dokazte spravnost vasho
postupu.

4) N4jdite aspon pat prikladov, kde mozno najst v prirode ¢i umeni zlaty
rez.

5) Nech je dany I'ubovolny trojuholnik ABC, narysujme stredna priecku UV

rovnobeZzna so stranou AB. Dokazte, Ze trojuholnik UVC je podobny
trojuholniku ABC.

6) Lesnik meral vysku stromu pomocou jeho tiena. Strom mal tieri dlhy 24
metrov. V tom istom c¢ase mal lesnik vysoky 1,8 metra tiert dlhy 3 metre.
Aky vysoky je strom?

7) Definujte rovnobeZnost tseciek v rovine.
8) Definujte pojem rovnostranny trojuholnik.
9) Zistite, kde lezi ortocentrum pravouhlého a tupouhlého trojuholnika.

10) Narysujte lubovolny rovnoramenny trojuholnik. Néjdite jeho
ortocentrum a tazisko. Kedy tieto dva body splyvaja?

11) Dokazte, Zze erveny &tvorec a zeleny obdiznik na obrazku 24 majua
zhodny obsah.

12) Presvedcte sa graficky o platnosti Euklidovej vety o odvesne.

13) V. druhom dokaze Pytagorovej vety chyba dokaz, Ze Stvoruholnik
vytvoreny vnuatri tvorca so stranou dizky a + b je skutoéne Stvorec.

Dopliite ho.
14) Dokazte, Ze vSetky rovnostranné trojuholniky st si navzajom podobné.
15) Najdite taZnice, vysky, osi stran aj osi uhlov rovnostranného trojuholnika.

16) Je dany roéznostranny trojuholnik ABC. Narysujte jemu vpisant kruZnicu.

)
)
)
)

17) Definujte pojem kosodiznik.
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18) Definujte obdlznik pomocou diZok jeho stran a uhla medzi nimi. Potom
dokazte, ze uhlopriecky obdlznika st rovnako dlhé.

19) Uhlopriecka rovnobeZnika deli tento rovnobeznik na dve dvojice
zhodnych trojuholnikov. Dokazte.

20) Ktoré typy stvoruholnikov st tetivové?

21) Narysujte niekol'ko réznych tetivovych deltoidov vpisanych do tej istej
kruZnice.

22) Narysujte jeden konvexny a jeden nekonvexny stvoruholnik.

23) Urobte klasifikaciu rovnobeznikov podla vzijomnej dizky uhloprieok
a uhla, ktory zvieraja.

24) Nakreslite pravidelnt a nepravidelnt osemcipu hviezdu.

25) Navrhnite niekolko metéd vytvorenia elipsy pomocou dostupnych
pomocok pre deti mladsieho skolského veku.

26) Nakreslite vSetky moZnosti vzajomnej polohy dvoch réznych kruznic.
27) Nakreslite vsetky moZznosti vzajomnej polohy kruznice a tsecky.

28) Aké dlhé lano je potrebné pouzit, ak chceme vytvorit elipsu s dizkou
hlavnej poloosi 10 cm? Ako d’aleko od seba médme umiestnit ohniska, aby
dizka vedlajsej poloosi bola 5 cm?
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ITI. Meranie v geometrii

Hoci praktickd potreba mier nadobudla podstatny vyznam aZz so vznikom
polnohospodarstva a rozvojom vymeny produktov, zarodky merania st
zjavné uz v obdobi eneolitu. Prvotné dizkové miery boli bezprostredne
odvodené od rdoznych casti T'udského tela a tento charakter si udrzali aj
v takmer celej historickej dobe napriek castym a pocetnym snaham
o Standardizéciu, normalizdciu a unifikdciu mier a vah najmd v novodobej
eur6pskej historii.

Nazvy dlzkovych jednotiek ako prst, palec, piad, laket, stopa, siaha
Standardizované v Eurépe v stredoveku a novoveku na zakonné regionalne
miery, vylucuja akutkolvek pochybnost o svojom pdvode z casti tela
dospelého muza. Vyrazny lokalny a regionalny charakter dizkovych mier sa
stal zdvaznym ekonomickym problémom v ¢ase, ked vymena produktov
nadobudala vzrastajtci vyznam v hospodarskom Zzivote spolocenstiev.

Prvym medzindrodnym zakonom upravujacim jednotky miery bola:
Medzinarodna konvencia o metri z roku 1875. Poslednym legislativnym
krokom smerujacim k unifikécii mier a vadh bolo zavedenie Medzinarodnej
sustavy jednotiek SI (z franctizskeho Systeme International (d'Unités)) od roku
1980, ktora celosvetovo zjednotila jednotky merania vo vedeckej a odbornej
sfére. (Cizmar, 2017, s.27-28)

Angloamerickd merna stistava vsak dodnes nepouziva striktne SI miery. Kym
vo Velkej Britanii sa povodné jednotky pouzivaji zo zvyku a v tradnej sfére
paralelne s SI jednotkami, v USA je metricky system pouZzivany vyhradne
vo vedeckej sfére. Preto st dodnes pouzivané jednotky ako mila, ndmornad mila,
palec, stopa, galon, barrel, ...

Dizka tasecky

Kazdej Gsecke vieme priradit urcité nezdporné cislo na zaklade porovnania
tejto tsecky s dohodnutou jednotkovou tseckou. Napriklad prendsanim
jednotkovej tsecky na dana tsecku AB zistime, Ze ju moZeme takto preniest
trikrat vedla seba. Tri jednotkové tusecky pokryju cela tsecku AB bezo
zvygku. Usetke AB teda priradime ¢&islo 3. Toto ¢&islo nazveme jej diZkou.
Kedze vSak v praxi casto vyuzivame rozne jednotkové tusecky,
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pre odstranenie nedorozumeni uvadzame za cislom vZzdy aj oznacenie
konkrétnej jednotkovej tasecky. Dlzku mozeme priradit kazdej ohranicenej
Ciare, nielen usecke.

> Na urcovanie dizky ¢&iar je vhodné zvolit tlohy, pri ktorych deti
manipulativne prikladaju dand jednotku dizky (napriklad $pagatik
s dizkou 1 dm) na dant kriva &aru.

Definicia zékladnej dizkovej jednotky meter presla dlhym vyvojom -
od definicie metra odvodenej z rozmerov Zeme 2z 18. storodia,
cez platinoiridiova ty¢ z roku 1886 uloZent v archive az po dnesnua definiciu:
Jeden meter je diZzka drdhy, ktorii prejde svetlo vo vikuu za 1/299 792 458 sekundy.

Z metra st odvodené dalsie pouzivané jednotky. V diagrame na obrazku 46
st znazornené najznamejsie z nich. Cislo nad $ipkou znamena, kol'kokrat je
jednotka vpravo vicsia od jednotky vlavo. Pri samotnych premenach
jednotiek robime opac¢ny postup: Ak sa pytame kol'ko centimetrov je 50 mm,
tak musime 50 vydelit desiatkou.

1 mm 10 1cm 10 1dm 10 1m 1000 1 km

Obrézok 46. DIzkové jednotky

> Vyznamnou propedeutikou k samotnym udlohdm na premeny
jednotiek sa hry, ktorych cielom je objavit vlastnost: na vytvorenie

.....

» Vhodnou tlohou je spolo¢na vyroba pésikov papiera danej jednotky
dizky - napriklad 1 cm, 1 dm a 1 m. Tymito pasikmi potom majt Ziaci

.....

> Kazdu jednotku, aj odvodent, je potrebné zavadzat jej ukazkou.
Ideélne je najst nejaké dostupné predmety, ktorych dizky zodpovedaju
tymto jednotkam (nielen pravitko). Ulohy na premeny jednotiek maja
riedit Ziaci az vtedy, ked si dokadzu kazdu zadanu dizku predstavit.
(Vedia ukazat, kol'ko je asi 30 cm, 5 mm, 1 m, ...)

Vzdialenost dvoch atvarov

Vzdialenost dvoch utvarov je definovana ako dizka najkratdej usecky
zo vSetkych moznych tseciek, ktorych jeden koncovy bod lezi na jednom
atvare a druhy na druhom.
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Obrazok 47. Vzdialenost dvoch utvarov

1. Dokdzte, Ze vzdialenost bodu A od priamky, na ktorej nelezi, ndjdeme na kolmici
AP k tejto priamke.

Ak zostrojime I'ubovolnt ina tsecku AX spdjajucu bod A s priamkou, tato
musi byt zarucene dlhsia ako kolmica AP, pretoze AX tvori preponu
pravouhlého trojuholnika APX, a té4 je vzdy dlhsia ako odvesna AP.

Obrazok 48. Vzdialenost bodu od priamky

> Dolezitou aktivitou pre deti mladsieho skolského veku je odhadovanie
vzdialenosti alebo dlzok. Vda¢né byvaju prave terénne prace, pocas
ktorych deti odhadujt vécsie vzdialenosti - aka je dizka budovy gkoly,
vzdialenost vchodu od branky a.t.d. Tieto tlohy moézu ziaci riesit
napriklad krokovanim, ak vedia ur¢it priemerna dizku svojho kroku.

> Hry na odhad: s detmi hrdme hru, pri ktorej maju odhadovat dizku
(alebo &irku, ¢ vysku) konkrétnych predmetov. Skuto¢ntd dizku
nasledne odmeriame a mame vitaza.

Obvod mnohouholnika

Pod pojmom obvod mnohouholnika rozumieme stcet dizok véetkych jeho stran.
Z tejto definicie priamo odvodzujeme vzorce pre obvod Specidlnych
mnohouholnikov, ako je obdiznik, trojuholnik, pravidelny mnohouholnik
a pod. Obvod moéZeme priradit’ aj takému plosnému ttvaru, ktorého hranicu
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tvori ina, ako lomen4 ¢iara (napr. kruh). Vtedy obvod definujeme ako dizku
hrani¢nej ¢iary tohto plosného ttvaru.

V slovencine obvod oznac¢ujeme pismenom O, avSak v inych krajinach sa
pouzivaju aj iné znacenia, napr. P (perimeter) alebo [ (lenght).

> Didakticky zavadzame obvod, ako dizku $pagatika, ktorym méame
olemovat cely mnohouholnik.

> Existujt viaceré zaujimavé hry, ktoré moézu poslazit na propedeutiku
zavedenia obvodu mnohouholnika, ako aj na rozvoj odhadu
pri uréovani obvodu. Jednou z nich je Google Play aplikdcia Draw In
zobrazend na obrazku nizsie. Cielom je odhadnat obvod daného
obrazka ¢o najpresnejsie. Po odhade aplikéacia pekne obali cely obrazok
lomenou ¢iarou a riesitel hned’ uvidi, aky presny bol jeho odhad.

Draw In
Lion Studios  Arkady Tk k ok 50814 2

] PEGI12

Obsahuje reklamy - Pondka nakupy v aplikacii

Obrazok 49. Aplikacia Draw In

Plosny obsah

Plosny obsah je nezdporné konec¢né cislo, ktoré vieme priradit kazdému
ohrani¢enému plosnému utvaru.

Meranie plosného obsahu nadobudlo prakticky vyznam v obdobi prechodu
k obrabaniu pody a trvalému osidleniu. Vymera pddy bola dolezita
z hladiska spotreby osiva, I'udskej sily alebo taZnej sily zvierat a vynosu
urc¢itych plodin. Sved¢ia o tom aj staroveké a stredoveké nazvy rozlohy
pozemkov. Napriklad ldn - vymera pozemkov, ktoré bolo moZné obrobit
jednym konskym zdprahom za cely ¢as orby, jutro - rozloha, ktort zoral jeden
zaprah za jeden den.

Stcasne pouzivanou jednotkou plochy je meter stvorcovy - ¢ize plocha stvorca
so stranou dlzky jeden meter. Odvodené jednotky st plochy stvorcov
so stranou rovnou niektorej jednotke odvodenej od metra. Jeden ar je plocha
Stvorca so stranou 10 m a hektar je plocha stvorca so stranou 100 m.

1 mm? 100 1 em? 100 {'Idmz 100 1 2 { 100 { 1a }.’IOO { 1 ha 100

Obréazok 50. Plo$né jednotky
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Plosny obsah sa oznacuje vac¢sinou velkym pismenom S (square) alebo A
(area).

» Pri rieSeni tloh na obsah je vyhodné pouZivat Stvorcekovy papier.
Potom mo6zeme klast otdzky ako: Kol'ko stvor¢ekov mame vymalovat?
Kol'ko stvorcekov (dlazdiciek) potrebujeme nalepit na vyznacené
miesto?

Jordanova metéda urcenia obsahu

Tato metéda je pomenovana po svojom objavitelovi francuzskom
matematikovi M. E. Camille Jordanovi (1838 - 1922). Pomocou tejto metody je
mozné odhadnut obsah akéhokol'vek plosného ohraniceného dtvaru tak, ze
ho vhodne umiestnime do S3tvorcovej siete (napriklad sjednotkovymi
stvorcekmi). Spocitame vsetky stvorceky, ktoré lezia celé vo vnatri atvaru - to
bude dolny odhad obsahu. Potom spocitame vsetky stvorceky, ktoré obsahujt
aspont kisok z daného utvaru (urcitd plochu, nielen bod) - to bude horny
odhad obsahu. Teraz vieme, Ze obsah daného utvaru urcite lezi medzi tymito
dvoma ¢islami.

Ak by nam takyto odhad nestacil, méZeme zmensit stvorceky, t.j. spocitame
milimetrové stvorceky namiesto centimetrovych a dostaneme presnejsi odhad
obsahu.

S>9 S<27 /

|~

Obréazok 51. Jordanova metdda urcenia obsahu

Obsah rovnobeznika (Cavalieriho princip)

Cavalieriho princip aplikovany na obsah rovnobeznika hovori o tom, Ze
obsah kazdého rovnobeznika zéavisi len od dizky jednej 'ubovolnej strany
a vysky na tato stranu. Na obrazku 52 vidime tri rovnobeZniky (hnedé), ktoré
maja zhodny obsah.
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Obréazok 52. Cavalieriho princip

Doékaz: pozrime sa blizie na prostredny rovnobeznik na obrazku 52. MéZeme
ho doplnit na obdiznik, ktorého obsah je potom (a + x) - v. Aby sme dostali
obsah rovnobeznika, musime ztohto obdiznika odnat dva zelené
trojuholniky, ktoré spolu dévaju obdiznik s plochou x - v. Tak dostdvame, Ze
obsah n4sho rovnobeznika je skuto¢ne a - v.

Cavalieriho princip pomenovany podla talianskeho matematika Bonaventuru
Francesca Cavalieriho (17. stor.) hovori, ze telesd s rovnakymi vySkami
a podstavami majt rovnaky objem, ak ich rezy rovnobezné so zdkladmami
avedené v rovnakej vzdialenosti od zdkladni maji rovnaké obsahy. To
moZzeme aplikovat aj na obsahy ttvarov v rovine.

Obsah trojuholnika

Trojuholnik vieme doplnit na rovnobeznik. Potom vidime, Ze obsah
trojuholnika je presne polovicou obsahu rovnobeznika s rovnakou jednou
stranou a vyskou na ttto stranu.

Obrazok 53. Obsah ostrouhlého trojuholnika

C

oaq°

A /3
Obréazok 54. Obsah tupouhlého trojuholnika
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2. Oznacme U priesecnik uhlopriecok Iubovolného lichobeznika ABCD. Maju
trojuholniky ADU a BCU rovnaky obsah? Svoje turdenie dokdzte.

D

Obrazok 55. Trojuholniky v lichobeZniku

Trojuholniky ABC a ABD maju rovnaky obsah, pretoze maji spolo¢nt
zakladiiu AB a rovnaku vysku, kedZe AB je rovnobezné s CD. Trojuholniky
ABC aABD sua zlozené z dvoch trojuholnikov, ato zo spoloéného ABU
a z ADU resp. BCU. Preto stt obsahy AADU a ABCU rovnaké.

Obsah mrezového mnohouholnika a Pickova veta

MreZovy mnohouholnik je mnohouholnik zakresleny v S$tvorcovej sieti,
v ktorej obsah kazdého sStvorceka je jednotkou obsahu. Navyse mrezovy
mnohouholnik musi mat vsetky vrcholy umiestnené na priese¢nikoch
mriezky. Tieto priese¢niky sa nazyvaja mrezové body.

1 2 3 4 & ] T

Obrazok 56. Mrezovy sedemuholnik 1

Vypocitat obsah mreZzového mnohouholnika je moZzné dvoma spdsobmi:
Prvym je pouzit rozdelenie mnohouholnika na niekol'ko jednoduchsich
utvarov a spocitat ich obsah. Tento spdsob je uplatnitelny aj na nemrezové
mnohouholniky.

Druhou mozZnostou je vyuzitie Pickovej vety. Tato vetu vymyslel rakasky
matematik a priatel Alberta Einsteina Georg Alexander Pick v roku 1899.
Veta hovori, Ze obsah l'ubovolného mreZzového mnohouholnika moZno
vypocitat pomocou vzorca: § = v + % — 1, kde v je pocet mrezovych bodov

vnautri mnohouholnika a h je pocet mrezovych bodov na hranici
mnohouholnika.
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3. Vypocitajte obsah mrezového sedemuholnika z predchddzajiiceho obrdizka.

Spocitame vnutorné (¢ervené) a hrani¢né (zelené) mrezové body.

1 2 3 4 5 8 7
Obrazok 57. Pickova veta

Obsah bude teda: S = 10 + % —1=12,5

4. Vypocitajte oboma sposobmi obsah nasledujiiceho mreZového mnohouholnika.

1 2 3 4 9 [}

Obrazok 58. MreZovy sedemuholnik 2

Na obrazku 58 vidime rozne rieSenia: vlavo je rozdelenie na obdiznik, $tvorec
a trojuholnik, ktorych obsahy su: 5, 4 a 0,5. Cize spolu 9,5. Samozrejme sme
mohli rozdelit mnohouholnik aj inak, vysledok by vsak bol rovnaky.

Vpravo vidime pouzitie Pickovej vety, kde podl'a vzorca dostdvame:

S=2+—-1=95.

Obrazok 59. Obsah mnohouholnika
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Obvod a obsah kruhu

Vztah medzi priemerom kruZnice a jej obvodom sa vyvijal postupne. Viaceré
kultary sa vysporiadavali s otdzkou pomeru medzi priemerom a obvodom
kruZnice. Spoc¢iaku nebolo zrejmé, Ze je rovnaky pre kazda kruznicu. (Napr.
v starovekej Cine pouzivali rozne hodnoty.) Postupne so zistovanim
presnejSej hodnoty sa prislo na to, Ze pomer je vzdy rovnaky. A tu zacina
histéria ¢isla, ktoré dnes nazyvame 7. Toto oznacenie bolo prvykrat pouzité
az v roku 1706. (Mares, 2008, s.117) Predtym sa pouzivalo znacenie %, ¢o je
skratka odvodena zo slov perimeter/diameter, ¢ize po slovensky obvod/priemer.
V Mezopotamii odhadli hodnotu ¢isla 7 na 3, ¢o im po dlhy cas stacilo, potom
odhad vylepsili na 25/8, ¢o je 3,125. Egyptania sa uspokojili s hodnotou 3,16.
Archimedes na vypocet hodnoty pouzil metédu, kedy kruznicu nahradil
96-uholnikmi - jednym vpisanym a jednym opisanym. Tak dostal hodnotu
medzi ¢isla 223/71 a 22/7, ¢ize 3,1408 a 3,14286.

Obrazok 60. Aproximécia kruznice osemuholnikmi

Cislo 7 sa nazyva aj Ludolfovo &islo a to podla Ludolfa van Ceulena (¢itaj fan
Kélen), ktory stravil vSetok volny cas po vacsinu svojho Zivota pocitanim
presnej hodnoty ¢isla 7. Pouzil taka istd metédu ako Archimedes, ale jeho
mnohouholniky obsahovali 2% vrcholov. Pre nazornost, keby sme vytvorili
kruZznicu okolo Slnka, ktorej polomer je strednd vzdialenost Zeme od Slnka
a nakréajali ju ako tortu na 2% dielikov, tak do jednej tisiciny milimetra by sa
pohodlne zmestili Styri dieliky. Praca, v ktorej uviedol hodnotu s na 35
desatinnych miest vysla az po jeho smrti v roku 1615. (Mares, 2008, s. 188)

Dnes vypocitavaji hodnotu 7 pocitace, ktoré uz presiahli presnost 10 biliénov
desatinnych miest. Pre zaujimavost, uz 39 desatinnych miest by bohato stacilo
na vypocet obvodu celého znadmeho vesmiru s odchylkou, ktord by bola
mensia ako priemer atému vodika.

> Na zapamadtanie si ¢isla 7 sltizi napriklad tato znama pomocka. Kazdé
slovo znamend také ¢islo, kol'ko pismen obsahuje. “Daj, 6 BozZe, 6 mocny,

47



zapamitat si takyto cisel rad, wvelky wvzneseny Archimedes, pomdhaj
trapenému!” T j. 3,14 159 265 358 979 (Jackson, 2013, s. 24)

Je zaujimavé, Ze medzi obsahom kruhu a obsahom Stvorca nad jeho
polomerom je ten isty pomer ako medzi dizkou kruznice a jej priemerom. Je
to opat ¢islo .

Obrazok 61. S = nr?

Cislo 7 sa vyskytuje aj vo vzorci pre vypocet obsahu plochy ohranicenej
elipsou: S = mab, kde a, b st dizky hlavnej a vedlajsej poloosi danej elipsy.

Objem

Objem telesa je, podobne ako obsah plosného utvaru ¢i dlzka cdiary,
nezdapornym konecnym cislom, ktoré priradujeme ohrani¢enym castiam
priestoru - telesam.

Vznik prvych mier objemu savisi s trvalym pouZivanim nadob prirodného
alebo umelého povodu a s budovanim zasobnikov trvanlivych potravin
a surovin. Ndbeh k urcitej standardizacii objemu nadob podla ich tcelu sa
objavuje so vznikom hrnéiarstva. Nazvy prvych objemovych jednotiek sa
zhodovali s pomenovanim nadob, napriklad ceska jednotka hrnec, pol'ska
garniec, d'alej vedro, ¢i merica. Objemové miery slazili aj na meranie mnozstva
sypkych materidlov, ¢im po dlhy historicky ¢as nahrddzali hmotnostné
jednotky. Pévodne boli objemovymi jednotkami aj také jednotky ako hrivna ¢i
talent, ktoré sa neskor stali standardom hmotnosti a po zavedeni penazi sa
stali peflaznymi jednotkami.

V stcasnosti pouzivame jednotku meter kubicky (familiarne kubik), ktora je
definovana ako objem kocky s hranou dizky jeden meter.

Od nej odvodené jednotky su objemy kociek s hranou rovnou niektorej
jednotke odvodenej od metra.

Zaroven sa pouziva aj jednotka liter, ktord ma zaujimavejsiu historiu. Jeden
liter bol povodne objem jedného kilogramu ¢istej vody maximdlnej hustoty
pri beznom tlaku. Tato definicia v8ak bola nahradena definiciou odvodenou
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od metra - ¢ize liter je objem kocky s hranou jeden decimeter. Voda ma totiz
réoznu hmotnost pri roznych teplotach. Jeden liter vody vazi 0,999941 kg pri
0°C alebo 0,9653 kg pri 90°C. Jednotky odvodené od litra tak uz nie st vzdy
objemom kocky s hranou urcitej dizky odvodenej od metra - napriklad
deciliter, centiliter, hektoliter.

i ] 1000 [T o] 1000 ] 1000 | 1400 -
1 mm? 1cm? 1dm? Tm?* = 1km’
‘ . L | L | ‘ . ‘ |
'l Il
1 mi 10 1a 10 1 1 10 11 LY
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Obréazok 62. Objemové jednotky

Objem znac¢ime obycajne velkym pismenom V (volume).
Meranie uhlov

Vel'kost uhla je nezdporné konecné cislo, ktoré priradujeme uhlom. Na
meranie uhlov pouzivame sti¢asne dve jednotky. Historicky starSou je 1/360
z plného uhla. Tuto jednotku oznacujeme jeden stupeti 1°. Na kalkulackéach
byva oznaceny moznostou Deg. Vtedy je plny uhol 360°, priamy 180°, pravy
90°. Delenie plného uhla na 360 casti ma svoj povod v starovekej
Mezopotamii a v ich Sestdesiatkovej ¢iselnej stistave. Jeden stupen byva este
d'alej deleny na miniity, ktoré st $esdesiatinou jedného stupna (opit povod
v Sestdesiatkovej ststave) alebo sekundy - Sestdesiatina mintty.

Druhou vyuZivanou jednotkou je 1 rad alebo radian. Je to uhol, ktory
na jednotkovej kruznici vytina obluk dizky 1. Preto sa tato jednotka vola aj
obliikovd miera. Prave ona je kodifikovana ako jednotka SI a mala by sa
pouzivat vo vedeckej a odbornej literattre. Potom je plny uhol 27 (obvod
kruznice s polomerom 1), priamy uhol 7, pravy uhol /2. Pre va¢s$iu presnost
sa pouzivaju odvodené jednotky miliradidn - mrad (tisicina radidna)
a mikroradian prad (miliéntina radiana).

Obrazok 63. Jednotkovy uhol -1 rad
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5. Kolko stupriov je jeden radidn?

Vypocet odvodime napriklad z vedomosti o velkosti pIného uhla v stuprioch

aradianoch. 2m = 360°, tj. 1 =32 == 57,3°,

2w
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Ulohy

1)

2)

7)

8)

9)

Néjdite z dostupnych zdrojov stcasnt definiciu jednotky barrel a jej
prepocet na metrické jednotky.

Zistite, aka je cena benzinu v USA v dolaroch za galén a porovnajte ju s
cenou v eurach za liter.

Zistite, ¢o je a aku dizku v prepocte na metre mala jedna siaha.
Zistite, aka velkost v sti¢asnych jednotkéch malo jedno jutro.

Zistite, ¢o vo vasom najblizSom okoli ma dlzku priblizne jeden meter,
decimeter a centimeter.

Urcte spdsob, ako néjst vzdialenost dvoch rdéznych kruznic, ktoré nemaja
ziadny spolo¢ny bod. Nakreslite vSetky pripady. (Vratane kruznice vnutri
druhej kruZnice.)

Néjdite vzdialenost danej kruznice (jazera) od priamky, s ktorou nema
ziadny spolo¢ny bod (cesta).

Zistite, akt dizku ma vas priemerny krok. (Odkrokujte nejaka znadmu
vacsiu vzdialenost a vydelte ju poctom krokov. Kroky robte také, aké
oby¢ajne robite, ked pokojne kracate.)

Nakreslite do S$tvorcovej siete l'ubovolny mrezovy mnohouholnik,
vypocitajte jeho obsah s pouzitim Pickovej vety aj bez nej.

10) Odvodte zname vzorce pre obsah a obvod S$tvorca, obdiznika,

kosostvorca, kosodiznika a lichobeznika zakreslenych v &tvorcovej sieti
pomocou pocitania jednotkovych stvorcekov, z ktorych sa skladaja.

11) Vytvorte slovnt tlohu na vypocet obvodu obdlznika.

12) V akom kontexte sa v beznom Zivote stretdvame s vyjadrenim velkosti

plochy? Néjdite aspon tri rozne priklady a vytvorte k nim slovné tlohy.

13) Kol'ko metrov stvorcovych travy spasie koza z tlohy 21 (s. 34)?

14) Odhadnite a potom vypocitajte (potrebné vzorce si najdite), kol'ko metrov

kubickych vzduchu je v miestnosti, v ktorej sa prave nachadzate.

15) Kracajte rovno, otocte sa o0 90° doprava, urobte 10 krokov, otocte sa o 180°

dolava, zasa urobte 10 krokov, otocte sa o 270° doprava, zasa urobte 10
krokov a otocte sa o 360° dolava. Zakreslite do Stvorcovej siete trajektériu
takéhoto pohybu.
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IV. Konstrukéna geometria

Konstrukéna alebo deskriptivna geometria sa zaobera postupmi, ako zhotovit
realny model geometrickych objektov. Ide o postupy rysovania, kedy
narysovany obrdzok ma mat ¢o najviac vlastnosti podobnych abstraktnému
geometrickému atvaru. Napriklad priamky rysujeme ako ohranicené ciary
(nekone¢ntt ciaru redlne nemodZeme zostrojit) s minimdalnou hrabkou
(priamka ma nulova - to by ale nebola vidno) a maximalnou rovnostou, aka
nam umoznuju fyzikdlne podmienky (papier, ceruzka, pravitko). Konstrukcia
vsak stucasne prebieha aj v abstraktnom svete geometrie (v predstave).
Fyzické rysovanie na papier musi byt neustadle konfrontované s idedlnou
kostrukciou v abstraktnom geometrickom svete.

Samotné rieSenie konstrukénej tlohy pozostéva typicky z niekol'kych krokov:

v Nicrt - rychla skica vysledného objektu s vyznacenim dolezitych
vlastnosti, ktoré vyuzijeme v procese konstrukcie.

v" Rozbor - kratky slovny popis vlastnosti a vztahov, ktoré vyuzijeme
pri konstrukcii.

v' Postup - olislovany presny postup konstrukcie. Je to navod, ako sa
krok za krokom dopracujeme k Zelanému vysledku. Postup musi byt
napisany tak, aby podla neho dokazal konstrukciu vytvorit aj
ktokol'vek iny ako autor postupu. Preto sa vyuZivaja symboly, ktoré sua
vSeobecne platné v matematickom svete bez ohl'adu na jazyk.

> Na prvom stupni postaci, ak ziaci vedia napisat taky postup, ktorému
budt rozumiet oni sami aj spoluziaci - povolujeme slovny popis.

v' Konstrukcia - samotné rysovanie podla napisaného postupu. Kvalita
konstrukcie sa vyhodnocuje podla podobnosti so skuto¢nym
geometrickym objektom (rovnost c¢iar, ich rovnomerna hrabka,
spravne dizky tseciek, kolmost useciek a pod.). Niekedy sa hodnoti aj
spravne oznacovanie objektov - body velkymi tla¢enymi pismenami,
priamky malymi a.t.d. Pri tomto kroku mézeme okrem zauzivaného
rysovania na papier, vyuzit aj rdzne programy na rysovanie, ktoré
maja neporovnatelne lepsiu presnost rysovania a velmi uzitoéna
vlastnost - dynamickost vysledného obradzka - vieme ho zvidsit,
zmensit, zmenit vstupné tdaje a tak v jednom kroku vyriesit hned’
niekol'ko podobnych konstrukénych tloh.
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v' Diskusia alebo ziver - v tejto Casti najviac pracujeme s konstrukciou,
ktora vznikla v predstave - zistujeme, ¢i nami narysovany obrazok je
jedinym rieSenim, alebo by sme pouZitim nasho postupu vedeli dostat
aj iné rieSenia. Zaverom diskusie ma byt nielen pocet rieSeni, ale aj

informaécia o tom, ¢i st tieto rozne rieSenia zhodné, alebo nie.

V dalsom texte nebudeme zvi¢sa pouzivat vsetky kroky rieSenia
konstrukénych tloh pre nedostatok priestoru.

Euklidovské konstrukcie (pomocou kruzidla a pravitka)

Zostrojit nieco euklidovsky znamena pouzit iba rovné pravitko na spdjanie
dvoch bodov avytvdranie tuseciek, priamok, ¢i polpriamok a kruZidlo
na zostrojenie kruznice danej stredom a danym d'alsim bodom.

1. Zostrojte euklidovsky kolmicu na priamku prechddzajiicu danym bodom C, ktoryj
nelezi na tejto priamke.

Uloha sa da riesit viacerymi postupmi: napr. zostrojime kruznicu so stredom
v bode C s takym polomerom, aby priamka bola jej se¢nicou. Spolo¢né body
priamky a kruznice budt stredmi dvoch zhodnych kruznic, ktoré buda mat
dva spolo¢né body. Spojnica tychto dvoch bodov je hladana kolmica.

Obrazok 64. Kolmica euklidovsky 1

Alebo na priamke zvolime I'ubovolné dva body a zostrojime kruznice, ktoré
majua stred v tychto bodoch a obe prechddzaja bodom C. (Pozri obrazok 65.)
Priamka prechadzajaca bodom C a druhym prienikom tychto dvoch kruZnic
je hladand kolmica. Zd6évodnenie, ktoré by sa malo nachadzat v rozbore
vysvetli, Ze sme narysovali deltoid a vyuZivame kolmost jeho uhlopriecok.
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Obrazok 65. Kolmica euklidovsky 2

2. Zostrojte euklidovsky rovnobezku k danej priamke prechddzajiicu bodom, ktory
na nej nelezi.

Opét je viacero moznych rieSeni. Pouzijeme napr. predchadzajici postup
na zostrojenie kolmice a potom zostrojime kolmicu k tejto kolmici.
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Obrazok 66. Rovnobezka euklidovsky

To znamené, Ze ak vo svojej konstrukcii pouzivame dve pravitka na rysovanie
rovnobeziek alebo pravitko s ryskou na rysovanie kolmice, tak by bolo mozné
urobit konstrukciu aj euklidovsky, takze tieto pomocky moézu byt
v euklidovskych konstrukciach povolené.

V roku 1837 franctzsky matematik Pierre Laurent Wantzel dokazal, Ze
euklidovskou konstrukciou moZno zostrojit iba tieto pocetné operécie
s tiseCkami: s¢itanie, od¢itanie, ndsobenie, delenie a druht odmocnicu. (Mares,
2008, s. 69)

Grafické scitanie a odcitanie tseciek je elementdrnym cvi¢enim. Ukazeme
teda postupy, ako zostrojit graficky stcin, podiel a druhtt odmocnicu.
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3. Sii dané dve tisecky. Narysujte tisecku, ktorej dizka je siicinom diZok damijch
dvoch tiseciek.

Na rieSenie tejto ulohy potrebujeme okrem danych dvoch l'ubovolnych
tseciek aj jednotkovt tsecku - teda tsecku, ktorej dizka je jednotka (tu jeden
centimeter). Pri vol'be inej jednotky vyjde iny vysledok. PouZzijeme pomocnt
polpriamku so zaciatkom v bode A a dve rovnobeZky - jedna prechddza
bodom B a bodom na polpriamke vzdialenom o jednotku od A a druha
prechadza bodom na polpriamke, ktory je od A vzdialeny tolko, ako je dizka
druhej danej tsecky CD.

E F C

o—-0
EF =1 D
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Obrazok 67. Graficky stucin dvoch tseciek

Dokazat, 7e takto narysovana tsecka AK ma dizku rovna sac¢inu dizok
tseciek AB a CD je mozné pomocou vety o podobnosti trojuholnikov.

4. Narysujte tisecku, ktorej dizka je podielom diZok dvoch danijch tiseciek.

Tato dloha nie je jednozna¢na. Musime urcit, ktord tsecka je prva a ktora
druhd. Nech je teda dana tsecka AB a tsecka CD. Né&jdime tsecku, ktorej
dizka je rovna |AB|/|CD|. Opit budeme potrebovat jednotkovt tsecku.
Tentokrat ale spojime koncovy bod na pomocnej polpriamke s bodom B
a narysujeme rovnobezku s touto tise¢kou prechadzajicu jednotkou.

E F C

o—=_a
EF =1 D

CcD

Obrazok 68. Graficky podiel tseciek

5. Narysujte tisecku, ktorej dizka je odmocnina z nejakého prirodzeného Cisla
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Takéto tsecky rysujeme napriklad vyuzitim Pytagorovej vety. VSimnime si
nasledujicu schému popisujicu postup narysovania lubovolnej druhej
odmocniny z prirodzeného ¢isla.

Obrazok 69. Rysovanie druhych odmocnin

6. Narysujte tisecku velkosti zlatého rezu.

Vieme, ze zlaty rez je ¢islo ¢ = \/% (pozri s.12-13). Usecku tejto dizky
moZzeme narysovat tak, Ze zacneme tseckou vel'kosti V5, ktora ziskame ako
preponu CE pravouhlého trojuholnika CDE s odvesnami 1 a 2. Pripoc¢itame k
nej jednotkovu tsecku EF a najdeme stred G. Use¢ka CG je potom v pomere
zlatého rezu k jednotkovej asecke AB.

Obréazok 70. Konstrukcia zlatého rezu
7. Rozdelte tisecku na dve casti tak, aby ich diZky boli v pomere zlatého rezu.

V tlohéch na pomery vicsinou nezalezi na zvolenej dizkovej jednotke. Preto
nech naga tsecka je rovna prave nejakej dizkovej jednotke. Zlaty rez bude
tseckou, ktorej dizka mé byt % Pouzijeme teda velmi podobny postup
ako v predchadzajtcej tlohe. Na obrazku 71 je tsecka AB rozdelena bodom X
v pomere zlatého rezu.
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Obréazok 71. Rozdelenie tisecky v pomere zlatého rezu

Rysovanie uhla euklidovsky

Euklidovsky vieme narysovat viacero uhlov, napr. 90° pomocou kolmice
na priamku v bode, ktory na nej lezi.

8. Euklidovsky narysujte uhol, ktoryj md polovicnii velkost z daného uhla.

Staci zostrojit os tohto uhla pomocou kruzidla.

' r
L]
Y _f

Obréazok 72. Os uhla
9. Euklidovsky narysujte uhol 60°.

Pouzijeme rovnostranny trojuholnik, o ktorom vieme, Ze velkosti jeho uhlov
st 60°.

.= t
Obrazok 73. Uhol 60°

57



10. Euklidovsky narysujte siicet dvoch danych uhlov ZAVB a ZCWD.

Prenesieme druhy z uhlov na koncové rameno prvého pomocou kruznic
s rovnakym polomerom a stredmi vo V a W. (Pozri obrazok 74.) Dalgou
kruznicou odmeriame dizku oblacika, ktory na kruznici vytina uhol #CWD a
prenesieme od ramena VB d’alej proti smeru hodinovych ruciciek.

Obrazok 74. Sucet uhlov

Nie je vSak mozné euklidovsky narysovat lubovolny uhol. Mozeme
narysovat len vys$Sie spominané uhly a uhly, ktoré ziskame tymito
operdciami: sticet, rozdiel a delenie na polovice. Uhlomer je preto pomockou,
ktort v euklidovskych konstrukciach nepovolujeme.

Neriesitelné alohy starovekého Grécka

Sa to geometrické dlohy, ktoré maja byt vyrieSené pomocou euklidovskych
konstrukcii. Ide o Styri problémy:

I. Trisekcia uhla - je mozné euklidovsky rozdelit 'ubovolny dany uhol na tri
zhodné ¢asti? MoZné to nie je, ¢o je zaujimavé vzhladom k tomu, Ze napriklad
tsecku mozeme vel'mi I'ahko delit na kolkokol'vek ¢asti. Uhol vSak nie. Teda
nie euklidovsky.

I. Kvadratiira kruhu - s uréenim obsahu kruhu savisi dal$i znamy problém,
ktory zamestndval matematikov asi dvetisic rokov. Ide o tlohu najst
k danému kruhu stvorec, ktorého obsah bude rovnaky ako obsah kruhu. Znie
to jednoducho, avsak kvoli vlastnostiam ¢isla 7 je tato tlloha neriesitelna.
Doékaz bol dokonc¢eny az v roku 1882, kedy Ferdinand Lindenmann ukézal, Ze
¢islo 7 nie je algebrické a teda sa ani nedé euklidovsky zostrojit isecka s touto
dlzkou.
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II. Rektifikicia kruznice je d'al$i problém je podobny predchadzajucemu. Ide
o to, narysovat tsecku, ktorej dizka je rovna obvodu nejakej danej kruznice.
Uloha je neriesitelna znovu kvéli vlastnostiam &isla .

IV. Zdvojenie kocky - s tymto problémom je spojena aj motiva¢nd tloha: Isté
mesto trapil mor a Ordkulum v Delfach poradilo obéanom, ze epidémie sa
zbavia, ak v miestnom chrame zdvojndsobia oltdr - ten mal tvar kocky.
(Mares, 2008, s. 68) Neriesitelnost tohto problému vyplyva z faktu, Zze ak
povodna kocka mala hranu dizky a, tak nova kocka musi mat hranu dizky

a3/2, ale euklidovsky mozno zostrojovat len druhé odmocniny.

Mnozina bodov danych vlastnosti

Mnozina bodov danych vlastnosti je mnozina vsetkych tych bodov roviny,
ktoré maja urcitd dant vlastnost.

11. Urcte mnozZinu vsetkijch bodov, ktoré sii od bodu S vzdialené 5 cm.

Vsetky takéto body vytvaraju kruznicu so stredom v bode S a polomerom 5

cm.
12. Urcte mnozZinu bodov, ktoré majii od danej priamky p vzdialenost 2 cm.

RieSenim je zjednotenie dvoch priamok g a r, ktoré stt rovnobeZzné s priamkou
p a st od priamky p vzdialené 2 cm.

e *—
| = B
® o—

r E F
o *—

Obrazok 75. Mnozina bodov vzdialenych 2 cm od priamky AB
13. Urcte mnozinu bodov, ktoré sii vzdialené 2 cm od danej tisecky AB.

RieSenim je zjednotenie dvoch tuseciek a dvoch polkruznic vyznacenych
na obrazku 76 ¢ervenou.
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Obréazok 76. Mnozina bodov vzdialenych 2 cm od tsecky
14. Urcte mnozZinu bodov, ktoré su vzdialené 2 cm od daného trojuholnika ABC.

RieSenim je zjednotenie troch tuseciek a troch kruznicovych oblikov
vyznacenych na obrazku 77 hrubocervenou farbou.

Obrazok 77. Mnozina bodov vzdialenych 2 cm od trojuholnika

15. Je dand kruznica s polomerom 5 cm. Ndjdite mnoZinu vsetkych bodov, ktoré maju
od nej vzdialenost 3 cm.

RieSenim je zjednotenie dvoch kruZznic so stredom S a polomermi 2 cm a 8 cm.

Mnozina bodov, z ktorych je vidiet dana asecku pod uhlom a

Tento typ mnoZziny bodov danych vlastnosti je vzdy zjednotenim dvoch
kruznicovych oblakov.

Ak je dany uhol ostry, budeme brat do tvahy vécsie z kruznicovych oblakov,
ak tupy, tak mensie.

16. Zostrojte mnozinu bodov, z ktoryjch je vidiet danii visecku pod uhlom 90°.
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Takéto body budu tvorit Talesovu kruZnicu (pozri kapitolu o stredovom

a obvodovom uhle).

Obréazok 78. Mnozina bodov, z ktorych vidiet tse¢ku pod pravym uhlom
17. Zostrojte mnozZinu bodov, z ktorych je vidief tisecku AB pod uhlom 60°.

Rozbor: uhol #AVB bude obvodovy uhol na kruZznici so stredom S, ktorej
stredovy uhol bude 2 - 60° = 120°.

Musime teda ndjst bod S. Trojuholnik ABS je rovnoramenny, takze ak uhol
pri S je 120°, pri A aj pri B bude (180 - 120) : 2 = 30°.

Vseobecne mozno povedat, Ze pri A bude uhol 90°- a. V tomto pripade 90° -
60° = 30°.

Obrazok 79. Mnozina bodov, z ktorych vidiet tse¢ku AB pod uhlom 60°
Postup:
1. AB
2. o; 0s tisecky AB,
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3. uhol #BAX velkosti 30°
4. S jepriesecnik AX ao
5. kruznicak (S; |AS]|)
6. vics

7. v osovej sumernosti podla AB zostrojime druhy kruznicovy obliik.

MnoZina bodov, z ktorych je vidiet tsecku pod uhlom 60° je tvorend dvoma
kruznicovymi oblikmi vyznac¢enymi na obrazku 79 ¢ervenou farbou.

18. Zostrojte mnozinu bodov, z ktoryjch je vidiet iisecku AB pod uhlom 150°.

Postup rieSenia bude totozny s rieSenim pre a = 30°. Pretoze 30° + 150° = 180°,
ale vyznacené budu mensie z kruznicovych oblakov. Uhol £BAX bude 90° -
30° = 60°. (Pozri obrazok 80.)

Obrazok 80. Mnozina bodov, z ktorych vidiet tisecku AB pod uhlom 150°

Konstrukcie trojuholnikov

Na zaklade mnozin bodov danych vlastnosti vieme zostrojovat trojuholniky
dané niektorymi z vyznac¢nych prvkov.

19. Zostrojte trojuholnik ABC, ak strana AB md dizku 10 cm, vyska na tito stranu
je 5 cm a uhol ZACB je 75°.

Rozbor: za¢neme tuseckou AB, bod C najdeme ako prienik dvoch mnozin
bodov s danou vlastnostou - mnoZziny bodov, z ktorych je vidiet tsecku AB
pod uhlom 75° a mnoZiny bodov, ktoré maja vzdialenost 5 cm od priamky
AB.
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Obréazok 81. Konstrukcia trojuholnika

Postup:

AB

os tisecky AB

uhol ZBAX = 15°

S ako prienik AX a osi tisecky AB

proy kruznicovy oblitk

druhy kruznicovy obliik ako obraz prvého v osovej siimernosti podla AB

priamky (Cervené) vzdialené 5cm od AB

N kxR

prienik oblitkov a cervenych priamok je bod C

Diskusia: tloha ma Styri moZzné rieSenia, vSetky vzniknuté trojuholniky st
zhodné.
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Ulohy

1)
2)

3)

8)

%)

Narysujte graficky stcet a rozdiel dvoch danych tseciek.
St dané dve usecky. Dizka prvej je a a dizka druhej b. Zostrojte tsecku,

T . ab-a
ktorej dlzka je ——.

Zostrojte tse¢ku velkosti V13 pomocou jedného pravouhlého
trojuholnika. Zostrojte aj tse¢ku velkosti V15 pomocou jedného
trojuholnika.

Euklidovsky zostrojte tsecku vel'kosti %

Euklidovsky zostrojte rozdiel uhlov 60°- 45°.

Aké konvexné uhly viete narysovat euklidovsky, ak ich velkosti st celé
stupne?

Je dana usecka AB. Zostrojte euklidovsky kolmicu na tusecku AB,
prechadzajicu bodom A.

Je dany l'ubovolny stvorec. Narysujte Stvorec, ktory ma dvojndsobny
obsah.

Narysujte deltoid, ktorého uhlopriecky st v pomere zlatého rezu.

10) Je dana I'ubovolna tsecka AB, rozdel'te ju na 10 rovnakych casti. Body,

ktoré vznikli, oznacte ¢islami 1, 2, 3, ..., 9, pri¢om 1 je najblizsie k bodu A.
Narysujte “horné” polkruznice, ktorych stredy st body 1, 2, 3, 4, 5 a
vSetky prechadzaji bodom A, potom zostrojte “spodné” polkruznice,
ktorych stredy stt body 5, 6, 7, 8, 9 a vSetky prechadzaji bodom B.

11) Pravidelny patuholnik ma nasledujtcu zaujimavt vlastnost: pomer dizky

uhlopriecky a dizky strany je zlaty rez. Vyuzite tato skutoénost
pri euklidovskej konstrukcii pravidelného patuholnika.

12) N4jdite mnozinu v8etkych bodov, ktoré majta vzdialenost 2 cm od daného

stvorca.

13) Najdite mnozinu vSetkych bodov, ktoré maja vzdialenost 2 cm od daného

kruhu s priemerom 6 cm.

14) Zostrojte trojuholnik ABC, ak |AB|=5cm, |BC|=6cm, |CA|=7 cm.

15) Je dany pravouhly trojuholnik ABC. Zostrojte euklidovsky jemu opisanta

kruznicu.

16) Zostrojte mnozinu bodov, z ktorych je vidiet tsecku AB pod uhlom 45°.
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17) Zostrojte pravouhly trojuholnik ABC, ak |AB|= 8 cm a taZnica na stranu
ABje 4 cm.

18) Zostrojte pravouhly trojuholnik ABC, ak |AB|= 8 cm a vyska na stranu
ABje 3 cm.

19) Zostrojte trojuholnik ABC, ak |AB|= 10 cm, uhol pri vrchole C je 60° a
taznica na stranu AB je 7 cm.

20) Zostrojte trojuholnik ABC, ak jedna jeho strana mé dizku 5 cm a uhly su
60°, 30° a 90°. Kol'ko ma tloha rieseni?

21) Vyskusajte si niektort z konstrukcii zobrazenych na obrazku 82.

DODATEK — KONSTRUKCE MRIZEK
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Obréazok 82. Sutton, A.: Pravitko a kruzitko. Praktické geometrické konstrukce
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V. Geometria zobrazeni

V tejto kapitole sa zameriame na zhodnostné a podobnostné zobrazenia.
Pripomenieme si najmd osovd stimernost, posunutie a otocenie. Stredovej
sumernosti nebudeme venovat osobitni pozornost, kedze je Specidlnym
pripadom otocenia.

Zhodnostné zobrazenia

Zobrazenie v rovine je taky predpis, ktory kazdému bodu X roviny priradi
prave jeden bod X’ tejto roviny. Ak zobrazenie priradi kazdému datvaru
roviny tutvar, ktory je s nim zhodny, tak takéto zobrazenie nazyvame
zhodnostnym zobrazenim.

Skutoc¢nost, ze ttvar U sa zobrazi na atvar U’ zapiSeme: U ~ U".
Utvar U nazyvame vzor a ttvar U’ obraz.

» Zhodnost atvarov si mdZeme predstavit pomocou metddy vystrihniit
a priloZit - ak po vystrihnuti jedného z ttvarov je mozné prilozit ho
na druhy tak, Ze sa presne prekryju, tak sa zhodné.

Zhodnostné zobrazenia modzeme rozdelit do tychto Siestich kategorii:

1. Identita - je zobrazenie, ktoré kazdy bod roviny zobrazi do toho istého
bodu.

2. Osova sumernost - je dand jednou priamkou.
3. Posunutie - je zobrazenie urcené vektorom.

4. Rotacia - alebo otocenie je zobrazenie urcené jednym bodom, ktory
nazyvame stredom otocenia a orientovanym uhlom.

5. Stredovd samernost - je zobrazenie urcené jednym bodom, ide
o Specialny pripad rotacie - orientovany uhol je presne 180°.

6. Posunutd simernost - vznikne zloZenim posunutia a osovej simernosti.
Zhodnostné zobrazenia majui viacero zaujimavych vlastnosti, napr.

v Vsetky zhodnostné zobrazenia su bijektivne. To znamena, ze ku kazdému
zhodnostnému zobrazeniu vieme najst inverzné zhodnostné zobrazenie.
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v Zlozenim dvoch zhodnostnych zobrazeni dostaneme opét zhodnostné

zobrazenie.

v' Zlozenim zhodnostného zobrazenia a jeho inverzného zobrazenia

dostavame identitu.

Tieto a dalsie zaujimavé vlastnosti jednotlivych zhodnostnych zobrazeni si
podrobnejsie popiseme v nasledujicom texte.

Osova siumernost

Obrazok 83. Osova siumernost

Existuje nekonec¢ne vela osovych stmernosti. Kazda z nich je definovana
priamkou, ktorad nazyvame os sumernosti. Na obrazku 83 je to priamka
oznacend pismenom p. Osova simernost dand osou stumernosti p budeme
oznacovat Op.

Vidime, Ze toto zobrazenie zobrazi I'ubovolny objekt roviny na objekt, ktory
je snim zhodny. Na obrazku sa zobrazené tri priklady: kruZnica k,
trojuholnik ECD a trojuholnik IJH spolu s ich obrazmi.

> Osovlu sumernost mdzeme manipulativne priblizit Zziakom tak, Ze
nakreslime vybrané objekty pomaly schnicou farbou, nasledne
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prelozime papier pozdiz osi stmernosti. Odtlacky nakreslenych
objektov vytvoria obrazy objektov.

» Pri metéde vystrihnat-priloZit je potrebné vystrihnuty atvar preklopit.
(Zamenit rub a lic.)

Obraz bodu K v danej osovej simernosti ndjdeme tak, ze zostrojime kolmicu
na os sumernosti idicu tymto bodom. Bod K’ lezi na tejto kolmici a jeho
vzdialenost od osi stmernosti je rovnakd ako vzdialenost bodu K od osi
samernosti. (PouZzijeme kruzidlo.)

Obrazok 84. Konstrukcia obrazu bodu v osovej simernosti

Teoreticky by sme mali zobrazovat vsetky body patriace danému ttvaru. To
je vSak neredlne. Preto pri Giseckdch zobrazujeme len ich krajné body, pri
mnohouholnikoch ich vrcholy, pri kruhoch a kruzniciach stred a polomer
a.t.d. Utvary zobrazujeme tak, Ze podla vyssie opisaného postupu zobrazime
charakteristické body daného atvaru.

Obrazok 85. Obraz trojuholnika v osovej stiimernosti

Existuja body roviny, ktoré sa zobrazia v danej osovej simernosti samy
na seba. Takéto body nazyvame samodruzné body.
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1. Ktoré body roviny su samodruzné v danej osovej stimernosti Op?

27

Kedze kazdy bod sa “preklopi” do opac¢nej polroviny ohrani¢enej osou
sumernosti, jediné body, ktoré zostanti na mieste, moézu byt tie, ktoré leZia
prave na osi simernosti.

Podobne existuju objekty, ktoré sa v danej osovej simernosti zobrazia samy
na seba. To ale neznamend, Ze kazdy bod takéhoto objektu sa zobrazi sam
na seba. Plati iba, Ze kazdy bod tohto dtvaru sa zobrazi na bod, ktory je
bodom toho istého ttvaru. Objekty, ktoré spifiaju tato vlastnost pre nejaka
osovu sumernost, sa nazyvaju osovo siumerné titvary.

Stvorec ABCD z obrazka 86 je osovo stumerny, pretoZe existuje osova
sumernost, konkrétne napriklad t4 s osou simernosti p, v ktorej sa kazdy bod
Stvorca ABCD zobrazi na bod, ktory tieZ patri stvorcu ABCD. (Napr. A~C
(A, B~B.) Priamku p potom nazyvame aj osou siimernosti daného iitvaru.

Obrazok 86. Osovo sumerny dtvar

2. Najdite vsetky osové suimernosti, v ktorych sa stvorec ABCD zobrazi sim
na seba.

Os stimernosti je jednozna¢ne urcend priamkou, ktord je osou stimernosti.
Preto staci urcit priamky, ktoré st osami simernosti daného Stvorca. Sa to
priamky prechadzajice oboma uhloprieckami a eSte priamky prechadzajace
stredmi protilahlych stran.

Obrazok 87. Osi simernosti stvorca
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3. Kolko osi siimernosti md pravidelny n-uholnik?

Zopar prikladov pre konkrétne hodnoty neznamej n ndm ukéaze, Ze zrejme
kazdy n-uholnik ma prave n osi simernosti. Zdévodnenie: Ak je n neparne
(trojuholnik, patuholnik,...), tak kazdd os stumernosti prechddza jednym
vrcholom a stredom protil'ahlej strany. Ak je n parne (Stvorec, Sestuholnik,...),
tak polovica osi prechadza vzdy dvojicou protilahlych vrcholov a druha
polovica osi prechadza stredmi protil'ahlych stran.

Obrazok 88. Osi simernosti pravidlenych n-uholnikov

4. Najdite osovi sumernost, v ktorej sa Stvoruholnik ABCD  zobrazi
na stvoruholnik A’'B'C'D’.

A

Obrazok 89. Osova sumernost - tilloha 4

RieSenie tejto tlohy nie je ndro¢né. Mame oznacené zodpovedajice body aj
ich obrazy a ked'Ze vieme, Ze tieto lezia na kolmici vedenej k osi simernosti a
navyse os lezi presne v strede medzi nimi, sta¢i pouZit jedint dvojicu bodov
napr. B, B’ na ndjdenie stratenej osi simernosti.
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A

Obrazok 90. RiesSenie tlohy 4

5. Najdite osovii siimernost, ktord zobrazi hnedu ciaru na modrii Ciaru.

Obrazok 91. Osova stumernost - tiloha 5

V tomto pripade by sme mohli postupovat dvoma sposobmi. Bud’ si zvolime
dvojicu bodov - napriklad nejaky vyznamny bod (Spic zobaka) a os najdeme
tak, ako v predchadzajacej tlohe, alebo vyuzijeme samodruzné body.
Niektoré body sa zobrazili samy na seba a tieto predsa musia lezat na osi
sumernosti.

Obréazok 92. RieSenie dlohy 5
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6. Ktoré zhodnostné zobrazenie je inverzné k osovej stimernosti Op?

Inverzné zobrazenie zobrazuje obraz na jeho vzor. Ak osova stmernost O,
zobrazi napr. hneda kaci¢ku z predchddzajicej tlohy na modra kacicku, tak
to isté zobrazenie zobrazi modru kacicku na hnedu. CiZe osové simernost je

sama sebe inverznym zobrazenim.

Posunutie

EI k‘

c D
Obréazok 93. Posunutie

Posunutie (transldcia) je definované jednym vektorom. Pre zadefinovanie
pojmu vektor, potrebujeme poznat pojem orientovand tisecka.

Orientovand 1isecka je tusecka, ktorej krajné body maja uréené poradie.
Oznacuje sa AB, kde Aje zaciatoény bod a B koncovy bod orientovanej
tsecky. Vel'kost orientovanej tsecky AB je jednoducho dizka tsecky AB.
V dalsom texte budeme uvazovat len o orientovanych tseckach, ktoré maja
nenulovt velkost. Orientované tsecky maja aj svoj smer. Hovorime, ze dve
orientované tsecky majua rovnaky smer, ak st navzajom rovnobezné a smeruju
na ta ista stranu.

Vektor je potom mnoZina vSetkych orientovanych tseciek, ktoré maja rovnaku
velkost a rovnaky smer.

. v Z =4 v
Posunutie uréené vektorom AB budeme oznacovat Tﬂa )

Obrazok 94. Orientované tsecky patriace jednému vektoru
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Posunutie T je potom zobrazenie, pri ktorom do kazdého bodu X

umiestnime orientovant tsecku patriacu vektoru AB tak, Ze vzor - bod X
bude zac¢iatoénym bodom orientovanej tisecky a jeho obraz X’ bude koncovy
bod orientovanej tsecky.

» Posunutie je mozné manipulativne znazornit pomocou priesvitného
papiera. Nakreslime vsetky ttvary, ktoré maja byt vzorom, na papier.
Potom ich prekryjeme mierne presvitajicim papierom, na ktory ich
prekreslime. Spodny papier ndasledne posunieme v urcitom smere
o urcita dlZku. Prekreslime Gtvary.

> Pri metode vystrihnat - prilozit vystrihnuty atvar nepreklapame, len
posunieme.

7. Ktoré body roviny su samodruzné v posunuti T ?
Odpoved je: ziadne.
8. Ktory objekt roviny sa zobrazi sam na seba v posunuti T ?

Ziadny ohraniceny objekt sa nemoze zobrazit sdm na seba v posunuti. Jedine
celd rovina, polrovina, priamky alebo iné neohrani¢ené objekty sa mozu
zobrazit samy na seba.

9. Su dané dve rovnobezné priamky p a q. Aké zobrazenie vznikne zloZenim osovych
sumernosti Op a Og?

RieSenie si ilustrujeme na priklade jedného I'ubovolne zvoleného patuholnika
DEFGH. (Pozri obrazok 95.) Piatuholnik najprv zobrazime pomocou osovej
sumernosti s osou p, ¢im dostavame patuholnik D’E'F'G’H’, ktory zobrazime
pomocou druhej osovej simernosti s osou g na patuholnik D”E”F’G"H”.

Vs8imnime si, Ze vzdialenost zaciato¢ného a koncového bodu, ¢ize napr. G a
G” je stale rovnaka, a to presne dvakrat dlhsia ako vzdialenost osip a g.

Zlozenim dvoch osovych stmernosti s navzdjom rovnobeznymi osami
simernosti vznikne posunutie s vektorom, ktory je kolmy na tieto osi a jeho
velkost je dvojnasobkom vzdialenosti tychto osi.
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Obrazok 95. Posunutie ako zloZenie dvoch osovych simernosti

Posunutie je moZné pouZit na vytvaranie ornamentov.

10. Posurite vybrany rovinny objekt v posunuti T, potom vysledok znovu posuiite

v tom istom posunuti, vysledok znovu, a.t.d.

Obrazok 96. Ozdobny pas

To, ¢o dostavame, sa nazyva aj ozdobny pas (fryz). Vidavame ho napriklad
na ¢ipkach ¢i inych ozdobach.

> Vytvéranie ozdobnych pasov opakovanym pouzivanim posunutia je
vd'aénym nametom pre rozne vytvarné aktivity.

11. Co wvznikne opakovanym pouzivanim posunutia T, a posunutia T

vo vsetkych moznych kombindcidch, ak sii vektory AB a CD roznobezné?
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Obrazok 97. Tapeta

To, ¢o dostaneme, sa nazyva aj tapeta. Okrem vyuzitia na ozdobenie stien st
tapetami v tomto zmysle ¢asto aj metrazne koberce.

12. Ndjdite posunutie, v ktorom sa vyznaceny hnedy Stvorec zobrazi na modry
stvorec.

Obréazok 98. Posunutie - tloha 12
Ked'ze nemame oznacené prislusné dvojice vrcholov, za¢nime oznacenim.
Potom uz staci jednu dvojicu spojit a vytvorit z nej orientovant tsecku, ktora
jednoznacne urcuje vektor posunutia.

Obrazok 99. Riesenie tlohy 12

> Ulohy na posunutie zadavame v &tvoréekovej sieti - vtedy dieta
nepotrebuje pouzivat dve pravitka na kreslenie rovnobeziek. Najl'ahsie
st ulohy, kde vektor posunutia prechddza po ¢iarach Stvorcéekového
papiera. Ak toto deti uz zvladaji, zaddvame také posunutie, kde
vektor posunutia nie je rovnobezny so Stvorcovou sietou, ale jeho
vrcholy leZia na priese¢nikoch stvorcovej siete.
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Obréazok 100. Posunutie v $tvorcovej sieti

V tlohe na obrazku 100 vlavo dieta kazdy bod postiva o dva Stvorceky
doprava a v tlohe vpravo zasa o jeden stvorc¢ek nadol a o dva dolava.

Otocenie

Otocenie (roticia) je definované jednym bodom, ktory nazyvame stred

otocenia a orientovanym uhlom. Otocenie oznacujeme R , .

x\45°
L

RV

Obréazok 101. Otocenie

Orientovany uhol £AVB je uhol, ktorého ramena maja urc¢ené poradie. Rameno

VA je zaciato¢né a rameno VB koncové. Orientovany uhol je potom ta cast

roviny, ktora vyplnia polpriamky so zaciatkom v bode Viddace od

zaciatocného ramena ku koncovému ramenu proti smeru hodinovych
ruciciek.

» Otocenie roviny podla stredu S o dany uhol moézeme demonstrovat

tak, Ze na papier nakreslime objekty, ktoré chceme otacat. Prekreslime

ich na ciasto¢ne priesvitny papier. Zapichneme kruzidlo do bodu S

(aby sme zafixovali oba papiere v tomto bode) a oto¢ime celym
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spodnym papierom o dany uhol. Vysledok opdt prekreslime
na priesvitny papier.

» Pri metéde vystrihnat - prilepit netreba objekt preklapat.

Postup rysovania obrazu daného objektu v otoceni je ndrocnejsi ako pri inych
typoch zhodnostnych zobrazeni.

Bod X je potrebné spojit so stredom otocenia, nasledne vytvorit orientovany
uhol s vrcholom v strede oto¢enia a zac¢iatoénym ramenom, na ktorom lezi
bod X. Na koncovom ramene bude lezat jeho obraz X’ v rovnakej
vzdialenosti od stredu, ako ma bod X. Rovnako postupujeme aj pri dalsich
bodoch. (Pomocné ¢iary je potrebné kreslit velmi jemne - byva ich vela.)

Obrazok 102. Obraz bodu v otoceni

13. Ktoré body roviny sii samodruzné v otoceni Rg , ?

Jediny bod, ktory zostdva na mieste po otoceni celej roviny je prave stred
otocenia.

14. Existujii objekty, ktoré sa v otoceni zobrazia samy na seba?

Ano, napriklad kruznice a kruhy, ktorych stredom je prave stred otodenia.
Tieto méZeme otacat o akykol'vek uhol.

Prikladov je vsak ovela viac. Takéto objekty potom volame objektami, ktoré
maja rotacni symetriu. Uhol rota¢nej symetrie objektu je minimalny uhol, o
ktory mozeme objekt otocit tak, Ze sa zobrazi sdm na seba.

15. Ndjdite uhol rotacnej symetrie Stvorca ABCD.

D c

40»

s

A B
Obrazok 103. Rotacna symetria Stvorca

Stredom otocenia musi byt stred $tvorca, uhol otocenia je 90°. Pri tomto uhle
sa vrchol A zobrazi na vrchol B, vrchol B na vrchol C a.t.d’.
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16. Aké zobrazenie vznikne zloZenim dvoch osovijch simernosti s roznobeZnymi
osamipaq?

Obrazok 104. Otocenie ako zloZenie dvoch osovych simernosti

RieSenie si ilustrujeme na jednom priklade (obr. 104). Vidime, Ze Stvorec
ABCD sa popouziti dvoch osovych stmernosti zobrazil na Stvorec
A”B”C”D"”, ktory je vzhladom k pdévodnému Stvorcu otoceny. Stredom
otofenia je priese¢nik osi a uhol otocenia je dvojndsobkom uhla, ktory
zvieraju tieto dve osi simernosti. (Dokaz tohto tvrdenia vyZaduje pouZitie
viet o zhodnosti trojuholnikov.)

17. Skiusme teraz opakovane pouZit otocenie o 60° na pravidelny pituholnik, pricom
stred otocenia lezi mimo tohto péituholnika.

Q
O

Obrézok 105. Rozeta

Obrazok, ktory nam vznikne, sa nazyva aj rozeta. Pri uhle 60° sme dostali Sest
opakovani zdkladného objektu (vratane povodného), d'alsie opakovanie by sa
prekrylo s povodnym.

18. Aky uhol otocenia mdme zvolit, ak chceme, aby rozeta mala devit opakovani

zakladného motiou?

Pri uhle 60° sme mali 6 opakovani, pretoze 6 - 60° = 360°. Staci teda zistit, aké
¢islo treba vynasobit deviatimi, aby sme dostali 360°.
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Obrazok 106. Rozeta s rota¢nou symetriou s uhlom 40°

> Stredovd stimernost je Specidlny typ otocenia - na zobrazovanie objektov
nepotrebujeme uhlomer, pretoZe uhol otocenia je 180°.

19. Aky uhol mad rotacnd symetria pravidelného n-uholnika? Ktoré pravidelné
n-uholniky su stredovo suimerné?

C

A B

Obrazok 107. Rotac¢na symetria pravidelnych n-uholnikov
Stredom otocenia bude stred mnohouholnika. Z niekol'kych prikladov mozno
vypozorovat, ze uhol rotacnej symetrie sa da vypocitat ako 360° : n. Stredovo
siumerné su prave tie pravidelné n-uholniky, ktoré maja péarny pocet
vrcholov.

20. Najdite otocenie, v ktorom sa sestuholnik ABCDEF zobrazil na sestuholnik
A'B'C'D’E’F’.

A

Obrazok 108. Otocenie - tiloha 20
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Zakladnym problémom tejto tlohy je ndjst stred otocenia. Na rieSenie
vyuzijeme skutoc¢nost, ze bod a jeho obraz st rovnako vzdialené od stredu
otocenia. Preto zostrojime os tsecky spdjajiucu dvojicu bodov AA’. (Os tasecky
je mnozina vsetkych bodov, ktoré st rovnako vzdialené od krajnych bodov
tsecky.) Niekde na tejto osi bude lezat bod S. Aby sme ho nasli, zostrojime
eSte jednu takt mnozinu bodov rovnako vzdialenych napriklad od Ca C'.

Uhol otoc¢enia potom I'ahko zmeriame - je to napriklad vel'kost uhla #CSC’.

Obrazok 109. RieSenie tlohy 20

Podobnostné zobrazenia

Podobnostné zobrazenie je predpis, ktory zobrazi dany atvar U na atvar U’
pricom vzor a obraz nie sd zhodné, ale zachovavaja podobnost - to znamen4,
7e dlzky useciek st skratené alebo predizené vzdy v tom istom pomere.
Skratenie & prediZenie ur¢uje premenna k. Pre kazda dvojicu bodov roviny
plati, ze |A' B'| =k -|AB|.

.....

Ak k=1/2, tak obraz tsecky ma polovi¢nu velkost oproti vzoru.

Podobnostné zobrazenia nemajt takt presna klasifikdciu ako zhodnostné
zobrazenia. V nasledujicom texte ukdZeme dva priklady podobnostnych
zobrazeni, ktoré po viacndsobnom opakovani vytvaraju zaujimavé obrazce.

Najznamej$im podobnostnym zobrazenim je rovnolahlost. Roovnolahlost
(homotetia) je definovand stredom S anenulovym koeficientom h. Je to
SX°| = [hr| - |5X],
pricom X lezi pre kladné i na polpriamke SX a pre zadporné h na polpriamke
opacnej k SX.

zobrazenie, ktoré prirad'uje bodu X bod X~ tak, ze plati
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Ak h je rovné jednej, rovnolahlost je identitou. Ak h je rovné -1, rovnolahlost
je stredovou stmernostou. V dalsom odseku ukézeme priklad rovnol'ahlosti,
v ktorej je 0 < h < 1. Obraz bude v takomto zobrazeni zmenseninou svojho
vzoru.

Zmensenie

Nech je dany stred zmensenia S. Kazdy bod roviny X zobrazme tak, Ze ho
spojime so stredom S a na tejto spojnici bude v jej strede lezat obraz bodu X.
Ide teda o rovnolahlost s koeficientom %2.

[lustrujme toto zobrazenie na S$tvorci, ktorého stredom je prave stred
zmensenia. Opakujme niekol'kokrat.

Obréazok 110. ZmensSenie Stvorca so stredom zmens$enia v strede Stvorca

21. Zobrazte stvorec v tomto zobrazeni, ak stred zmensenia leZi mimo Stvorca.
Opakujte niekolkokrait.

Obrazok 111. ZmensSenie $tvorca so stredom zmens$enia nepatriacim $tvorcu

81



Podobnostné otocenie
Nech je dany pevny bod - stred otocenia. Bod X oto¢ime o uhol 30°, ale

vzdialenost bodu X’ od stredu otocenia bude polovicou vzdialenosti bodu X
od stredu S.

Obrazok 112. Podobnostné otoc¢enie
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Ulohy

1)

2)

%)

Urcte pocet osi sumernosti tychto atvarov: stvorec, kosostvorec, obdlznik,
kosodlznik, rovnoramenny lichobeznik, polkruh, kruh.

N4jdite asponi dve rozne priamky, ktoré stt osovo siumerné podla danej
osi sumernosti p.

Zostrojte stvorec ABCD a otocte ho podla jeho stredu o 45 °.

Pri kazdej uvedenej dopravnej znacke urcte: pocet osi simernosti, uhol
rotacnej symetrie a napiste, ¢i je stredovo simerna.

®©®

Obréazok 113. Dopravné znacky

Nakreslite I'ubovolny obrazok, ktory ma prave dve osi simernosti.
Nakreslite l'ubovolny stredovo simerny obrazok.
Nakreslite l'ubovolny obrédzok s uhlom rota¢nej symetrie rovnym 45°.

Narysujte zaciato¢né pismeno svojho mena a pouzite namn osovu
sumernost podla osi, ktord prechddza tymto pismenom v l'ubovolnom
smere.

Nakreslite I'ubovolny obrazok a pouzite postupne posunutia s dvoma
vektormi, ktoré zvieraja uhol 60°.

10) Narysujte pravidelny patuholnik a pouZite niekolkokrat podobnostné

otoc¢enie popisané v rovnomennej podkapitole.

11) Narysujte rovnostranny trojuholnik a pouZzite zmensSenie so stredom

v bode, ktory leZi vnutri tohto trojuholnika, ale nie v strede.
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V1. Stereometria

Stereometria je geometria priestoru. Ide o ¢ast Euklidovskej geometrie.
Do tejto kapitoly zaradujeme aj niektoré problémy z deskriptivnej geometrie
zaoberajtice sa tlohou nakreslenia obrazu priestorovych atvarov do roviny,
¢im zasahujeme okrajovo aj vytvarné umenie.

Telesa a ich siete

Teleso je cast priestoru. Je to trojrozmerny utvar, ktory ma urcity nenulovy
objem. Spravidla za telesd povaZujeme také casti priestoru, ktorych objem je
konec¢né c¢islo. To znamend, Ze telesa s ohrani¢ené. Hranicu telesa tvoria
plochy, ktoré maja meratelny obsah. Tieto plochy moézu byt napriklad
mnohouholniky. Takymi telesami st napriklad hranoly alebo ihlany. Hranicu
mozu tvorit aj kruhy a casti kruhu. Takymi telesami st napriklad valec ¢i
kuzel. Pripadne je hranicou tutvar, ktory sice ma obsah, ale neda sa rozvinat
do roviny (povrch gule, povrch donutu - &no, myslime ten kolacik ©).

Siet telesa je suvisla ¢ast roviny, ktora po vhodnom poohybani dokéze
vytvorit hranicu telesa. Siet moézeme vytvorit iba ztych telies, ktorych
hranicu tvoria atvary, ktoré je mozné rozvinat do roviny.

Podobne ako v pripade rovinnych ttvarov, telesa st idealne objekty, ktoré
existuja len v predstave. Aby sme mohli ziakom priblizit idedlne teleso,
pouzivame rdzne modely telies. Model telesa je redlny objekt, ktory ma také
vlastnosti, aby sa ¢o najviac pribliZil idedlnemu telesu. Modely telies delime

na tieto typy:

e Plny model - tento model najlepsie vystihuje podstatu telesa.
Vytvéarame ho napriklad z plasteliny alebo pouzivame drevené modely,
ktoré si ale ziaci sami vytvorit nedokazu. PIny model je ¢asto jedinou
moznostou pre telesd, ktorych steny sa nedaja rozvinat do roviny, ako
je gul'a ¢i donut.

e Stenovy model - je vytvoreny zo siete telesa. Jeho prednostou je I'ahka
konstruovatelnost - staci papier, ceruzka, noznice a lepiaca paska.

e Hranovy model - model tvoreny iba hranami telesa. PouZiva sa
prirdznych stavebniciach, ako napriklad Geomag. Deti mozu takéto
modely tvorit aj pomocou $pajdli a nejakého materidlu na spdjanie.
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Jeho vyhodou je pristup do vnutra telesa. MoZeme tak napriklad
detom ukéazat, kde je telesova uhlopriecka.

» V 8kolskej praxi by sme mali pracovat so vSetkymi typmi modelov.
Obmienanie modelov pomaha ziakom vytvorit si sprdvnu predstavu
o telese.

V nasledujticom texte pripomenieme zdkladné telesd, s ktorymi sa stretava
ziak zékladnej skoly.

Hranoly

Hranol je také teleso, ktoré je ohrani¢ené dvoma rovnobeZnymi zhodnymi
mnohouholnikmi - podstavami a niekolkymi obdiznikmi - stenami. Usecky,
ktoré sa spolo¢né pre dve rozne steny alebo stenu a podstavu, nazyvame
hranami telesa. Body, v ktorych sa stretavaju aspon tri hrany, nazyvame
vrcholmi telesa. Vyskou hranola je vzdialenost jeho podstav. V tomto texte
budeme hovorit len o tzv. kolmych hranoloch. To st také hranoly, ktorych
boc¢né steny st kolmé na podstavy.

Klasifikdciu hranolov robime najcastejsie podla typu podstavy. Ak je
podstavou trojuholnik, hranol sa nazyva trojboky, ak Stvoruholnik, tak
stvorboky. Patboky hranol je taky, ktorého podstavou je patuholnik a pod.
Pravidelné hranoly st také, ktorych podstavou je pravidelny mnohouholnik.

1. Narysujte siet pravidelného sestbokého hranola s hranou podstavy 3 cm a vyskou
4 cm.

K tomuto hranolu (ako aj k akémukolvek inému hranolu) je mozné priradit
siet, kedZe vSetky jeho steny st mnohouholniky, ato: dva pravidelné
$estuholniky a 6 zhodnych obdiznikov.

Obrazok 114. Siete hranola

Na obrazku 114 nie st jediné mozné siete tohto hranola. Jednotlivé steny
mozu byt pospdjané aj inym spoésobom. Dolezité je, aby siet bola celistva -
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jedna stvisla plocha, a aby boli pospajané len tie strany mnohouholnikov
tvoriach steny telesa, ktoré st skuto¢ne hranami telesa. Tym, Ze nie je dané,

ktoré hrany nechame spojené a ktoré nie, dostadvame vela r6znych moznosti.

Specialnymi typmi hranolov st kvddre akocky. Kvader je hranol, ktorého
podstavou je obdiznik alebo stvorec a kocka je hranol, ktorého podstavou je
stvorec anavyse vyska je zhodna sdlzkou hrany podstavy. Zaujimavou
vlastnostou tychto dvoch typov hranolov je to, Ze unich nevieme
jednoznac¢ne urcit, ktoré steny st podstavami. Preto ich ani nenazyvame
podstavami, ale vSetky st stenami.

2. Narysujte vsetky mozZné rozne siete kocky. (Siete, ktoré by sme po ich vystrihnuti
vedeli tak priloZit na seba, Ze by sa celkom prekryli, povazujeme za zhodné.)

Vsetky rozne siete kocky st na obrazku 115.

Obréazok 115. Siete kocky

Thlany

Ihlany sua telesd, ktorych stenu tvori jeden mnohouholnik, ktory nazyvame
podstava, aniekolko boc¢nych stien, ktoré maja tvar trojuholnika. Bod,
v ktorom sa stretdvaju vsetky bocné steny, nazyvame vrcholom ihlana.
V 8kolskej praxi pracujeme zvdcSa s kolmymi ihlanmi - vtedy je spojnica
stredu podstavy a vrchola kolmé na podstavu. Podobne, ako pri hranoloch, aj
ihlany klasifikujeme podla typu podstavy.

86



Specidlnym ihlanom je tvorsten, ¢o je ihlan s trojuholnikovou podstavou.
Vyznamné postavenie ma pravidelny Stvorsten - vsSetky steny, vratane
podstavy, si zhodné rovnostranné trojuholniky. Pravidelny Stvorsten patri
medzi platénske telesd a ma mnoho zaujimavych vlastnosti.

3. Zostrojte siet pravidelného stvorstena s hranou dizky 4 cm.

Jediné dve mozné siete st na obrdazku 116. Vlavo je siet vytvorend tak, Ze
v strede je podstava a ku kazdej hrane podstavy je pripojena jedna stena. Siet
vpravo je zaujimava tym, Ze ide o rovnobeznik.

Obrazok 116. Siete pravidelného stvorstena

4. Midme model pravidelného Stvorstena. Teraz zoberme priiZok papiera
dvojndsobnej dizky hrany $tvorstena. PriiZok na koncoch zlepme k sebe tak, aby
sme vytvorili prstenec, ktory sa ddi navliect na jednu hranu Stvorstena.
Vyskiisajme ho prevliect cez cely stvorsten.

Toto sa tazko predstavuje, ak madme v predstave pravidelny Stvorsten, ktory
je ihlanom, ¢iZe hranicu tvori podstava a tri bocné steny. Ak si dokdZeme
predstavit hranicu $tvorstena ako dve dvojice trojuholnikov, je tato zaujimava
vlastnost zrozumitelnejsia.

Obrazok 117. Pravidelny $tvorsten z dvoch dvojic trojuholnikov
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Rotacéné telesa

Kazdé teleso, ktoré vznikne rotaciou nejakej ohranicenej plochy okolo nejakej
priamky v priestore sa nazyva rotanym telesom. Medzi zakladné rotacné
telesa zarad'ujeme valec, kuzel a gul'u.

» Ak nechame rotovat kruh okolo priamky leziacej v tej istej rovine,
pricom kruh a priamka nemaja ziaden spolo¢ny bod, vznikne ndm tvar
pripominajici donut alebo nafukovacie koleso.

Valec vznikne otocenim obdiznika okolo jednej jeho strany. Hranicu valca
tvoria dva kruhy, ktoré nazyvame podstavami ajeden obdlznik, ktory
nazyvame plisfom valca. Vzdialenost podstav je vyskou valca. Kruznice,
v ktorych sa stretdvaji podstavy s plastom, nazyvame hranami valca. Valec
nema ziaden vrchol.

o=

Obrazok 118. Tvorba rota¢ného valca

Valec moze vzniknat aj otocenim obdlZnika okolo akejkol'vek osi, ktora je
rovnobeZnd s niektorou stranou a zaroven prechddza tymto obdlznikom.

5. Zostrojte siet rotacného valca s polomerom podstavy 2 cm a vyskou 3 cm.

R
Eit

Obrazok 119. Siet valca
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Siet' tohto valca sa bude skladat z dvoch kruhov s polomerom 2 cm - to budua
podstavy. Plastom bude obdiznik sjednou stranou rovnou vyske valca,
druha strana bude rovna obvodu podstavy: 2m-2 = 12,6 cm.

NemozZnost skonstruovat presnu siet valca vyplyva z problému popisanému
na s. 59 - rektifikacia kruznice.

KuzZel vznikne oto¢enim pravouhlého trojuholnika okolo jednej odvesny.

MozZe vzniknat aj otocenim rovnoramenného trojuholnika okolo osi prepony.

]

Obrazok 120. Tvorba rota¢ného kuzela

Hranicu kuzela tvori jeden kruh, to je podstava ajeden tutvar, ktory sa
po rozvinuti do roviny ukaze ako cast vacsieho kruhu. Tato ¢ast nazyvame
pldstom kuzel'a. Kruznicu, v ktorej sa stretdva podstava s plastom, nazyvame
hranou kuZzela. Kuzel ma jeden vrchol - bod kuzela, ktory ma najvacsiu
vzdialenost od podstavy. Této jeho vzdialenost od podstavy sa nazyva vyskou
kuZzela.

6. Zostrojte siet kuzela, ktory wvznikol otocenim pravouhlého trojuholnika
s odvesnami 2 cm a 3 cm okolo dlhsej odvesny.

Podstava

Obréazok 121. Siet rotacného kuzela

Podstavou bude kruh s polomerom 2 cm. Plastom kuzela bude ¢ast kruhu,
ktorého polomer potrebujeme vypocitat. Tento polomer je vzdialenostou
vrchola kuZela od hrany podstavy. Z Pytagorovej vety to bude v4+9 =
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V13 = 3,6 cm. Otézkou vsak je, aku velkt &ast ztohto kruhu pouZijeme
na plast. Na zodpovedanie otazky si musime predstavit, ako plast vznika -
obvod casti hfadaného kruhu sa spoji s obvodom podstavy. Preto musime
vziat taku ¢ast kruhu, aby dizka kruznicového oblika bola presne taka istd,
aky je obvod podstavy, ¢ize 2m-2 = 12,57 cm.

Toto zabezpe¢ime urcenim uhla kruhovej casti. Pomer medzi tymto
hfadanym uhlom a plnym uhlom 360° je rovnaky ako pomer vypocitanej
dizky 12,57 k obvodu celého kruhu:

w 2T 2

360°  2m-3,6
Hl'adany uhol je teda priblizne 200°.

Gula vznikne otocenim kruhu okolo jeho priemeru. Siet gule neexistuje, jej
hranica sa neda rozvinat do roviny tak, aby vytvorila stvisla plochu. Preto
pouzivame najcastejsie pIlné modely gule.

> Stymto je spojeny problém vytvdrania map Zeme. Kazd4d mapa je
nutne skresl'ovand - objekty blizsie k p6lom st zobrazované vacsie nez
v skutoc¢nosti st, a objekty bliz§ie k rovniku zas naopak. Pozrite sa
napriklad na mapu sveta - Gréonsko vyzera byt viacsie ako Australia,
ale v skuto¢nosti je Austrélia asi tri a polkrat rozl'ahlejsia ako Grénsko.

Platonske telesa

Platonske telesa st také telesd, ktorych steny tvoria zhodné pravidelné
mnohouholniky. Jediné mozné platéonské telesa su: pravidelny Stvorsten,
osemsten, kocka, dvanaststen a dvadsatsten. Zaujimavostou je ich dualita -
to znamend, Ze ak zostrojime v strede kazdej steny stred a z tychto stredov
vytvorime teleso, ktoré ich bude mat za svoje vrcholy, tak toto teleso bude
tiez platonske. Konkrétne dvojice platénskych telies vidime na obrazku.

Obrazok 122. Platénske telesa (https:/ /slideplayer.cz/slide/1885219/)
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Archimedovské telesa

Archimedovské telesa sa nazyvaju aj polopravidelné telesa. Su to také telesd,
ktorych steny tvoria pravidelné mnohouholniky aspoii dvoch réznych
druhov a vsetky uhly, ktoré zvieraju susedné steny, sa navzajom zhodné.
Vsetkych polopravidelnych mnohostenov je trindst typov.

Na obrazku niz$ie s popisané nasledovne - prvé ¢islo je pocet vrcholov,
druhé &islo pocet hran. Cisla v zatvorkach udavaju pocet stien, v dolnom
indexe je typ steny. T.j. prvé teleso vlavo hore ma 12 vrcholov, 18 hran, 4
trojuholnikové a 4 Sestuholnikové steny.

12,18 (43,46) 24,36 (8, 65) 24, 36 (64, 85) 60,90 (204, 12,0)
" — -

24,48 (83, 18,) 24,60 (323, 64)

120, 180 (304, 20, 12,9)

Obrazok 123. Archimedovské telesa (Ciimér, 2017, s.187)

91



Zobrazovanie priestorovych objektov v rovine

V nasledujticom texte priblizime tri sposoby, ako mozno zakreslit priestorové
objekty do roviny: najvyuzivanejsi sposob v 8kolskej praxi- vol'né rovnobezné
premietanie, najjednoduchsi sposob na zakreslovanie - kolmé premietanie
a najnazornejsi spdsob - linearnu perspektivu.

Pri zakreslovani trojrozmernych objektov do roviny mozeme pouzit viacero
technik. Vsetky pracuju s pojmom priemetria alebo ndkresiia, ¢o je rovina,
do ktorej objekt zakreslujeme. Pred samotnym zakreslovanim je vhodné
predstavit si nielen teleso, ale aj presné umiestnenie priemetne vzhladom
na polohu telesa v priestore, aby sme vedeli urcit, ktoré hrany telesa su
rovnobezné s priemetniou a ktoré st kolmé na priemetniu.

Vol'né rovnobeZné premietanie (VRP)

Na rysovanie priestorovych objektov vyuZivame najcastejSie tzv. volné
rovnobezné premietanie. V tomto type premietania rysujeme nasledovne:

v Usecky, ktoré st rovnobezné s priemetiiou, narysujeme presne také,
aké st (smer aj dizka).

v Usecky, ktoré st kolmé na priemetiiu, nakreslime pod 45 stupiiovym
uhlom a skratené na polovicu skuto¢nej dizky.

v Ostatné tusecky ziskavame pouzivanim predchadzajicich dvoch
postupov s prihliadnutim na to, Ze rovnobezné priamky sa zobrazia
zasa do rovnobeznych priamok a spoloéné body (priesecniky) sa
zobrazia na spolo¢né body.

7. Narysujte vo volnom rovnobeznom premietani ihlan so stvorcovou podstavou.

Narysujeme zédkladnu v tvare rovnobeznika, najdeme stred zakladne
avedieme nim vysku. Tato vyska je rovnobezna s priemetiiou, takze
nanesieme jej skutoént dizku. Tak ziskame vrchol ihlana. Na obrazku 124
vidime dva zhodné ihlany so spolo¢nou zakladrou.
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Obrazok 124. VRP - stvorboké ihlany
8. Nakreslite vo VRP ihlan s podstavou rovnostranného trojuholnika

Jednu stranu zékladne modzeme narysovat priamo. Dalsie dve nemozeme
kreslit priamo, pretoZe nie st ani rovnobezné s priemetriou, ani kolmé
na priemetriu. Vyuzijeme skutocnost, Ze v rovnostrannom trojuholniku je
taznica zaroven vyskou - teda taZnica je kolmd& na priemetiiu, a tak ju
moézeme priamo rysovat. Pravdaze, bude otoend o 45° a skratena
na polovicu skutoénej dizky. Jej skuto¢nt dizku vypocitame pomocou
Pytagorovej vety alebo pouzijeme pomocny nédkres (vid obr. 125), kde presne
narysujeme podstavu a polovicu taznice prenesieme.

Vysku ihlana sme zvolili 'ubovol'nd, kedZe v zadani nebola presne urc¢ena.

Obréazok 125. VRP - $tvorsten

Kolmé premietanie

V kolmom premietani pouzivame niekol'ko priemetni. Nazyvaja sa pddorys
(pohlad zhora), ndrys (pohlad spredu) a bokorys (pohlad zboku). Tieto
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priemetne musia byt navzajom kolmé. Nie vzdy sa pouZivaju vsetky tri
stcasne. Napriklad pri rozmiestiiovani nabytku v izbe zvéc¢sa postaci podorys.
Ak potrebujeme umiestiiovat aj policky vroéznych vyskach, budeme
potrebovat aj narys alebo bokorys.

Kolmé premietanie nie je vzdy jednoznac¢né (nedé sa zrekonstruovat poévodny
objekt).

9. Akd stavba je zobrazend na obrdzku?

Padorys Narys

Obrazok 126. Kolmé premietanie - kocky1

Odpoved’ nie je jednozna¢nd, pretoze nevidime bokorys - nevieme, ¢&i je
zadnda kocka iba jedna, alebo st dve na sebe, pripadne chyba predna prava
kocka. Vo volnom rovnobeznom premietani by nakresy dvoch z moznych
stavieb kociek vyzerali nasledovne:

|

)/

Obréazok 127. Stavba z kociek vo VRP

Vsimnime si, Ze ani VRP nedava jednozna¢nt odpoved na rozlozenie kociek.
Podl'a ktoréhokolvek z obrazkov stavieb vo VRP by sme na tomto obrazku
nevedeli jednoznacne urcit podorys stavby. VIavo vzadu totiz moze byt este
jedna kocka.

10. Z kolkyich kociek je zloZend stavba zobrazend na obrdazku 1287
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Padorys Narys Bokorys

Obrazok 128. Kolmé premietanie - kocky2

Toto je stavba, pri ktorej ani pouzitie vSetkych troch priemetni nedava
jednozna¢nua odpoved'.

> V gkolskej matematike pouzivame ¢asto na zobrazenie stavieb z kociek
podorys, ktory upravime tak, Ze do kazdého $tvorceka vpiSeme cislo
oznacujice pocet kociek polozenych nad sebou, ¢im dosiahneme
jednoznacnost zobrazenia. To v8ak plati iba pre stavby, ktoré vzniknt
tak, Ze kocky ukladame vZzdy celymi stenami na seba.

Stavba z tlohy 10 moZze mat niektory z nasledujtcich podorysov:

2[ 2 2 “ 1 2

111 | 2 1121211

Obréazok 129. Stavby z kociek - kédovanie
11. Aky tvar bude mat podorys, nirys a bokorys kuZela?

V pripade, Ze podstava kuzela je umiestnend rovnobezne s podorysnou
nakrestiou, tak pddorysom kuzela je kruh, narysom a bokorysom je
rovnoramenny trojuholnik.

Linearna perspektiva

Linearna perspektiva je spdsob, ako na obraze vytvorit ilaziu hibky. Linearna
perspektiva sa opiera o skuto¢nost, Ze vzdialenejsie objekty sa nam zdaja byt
mensie anavzajom rovnobezné priamky, ktoré nie st rovnobezné
s nakresniou, sa z pohladu pozorovatela zbiehaja v tbezniku.

S touto skutoc¢nostou pracovali maliari uZz v obdobi ranej renesancie.
Znamym predstavitel'om tzv. trojrozmerného realizmu bol Giotto di Bondone
(1267-1337), ktory vytvaral ilaziu hibky pomocou sklonu &ar. Ciary
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nad troviiou oc¢i pozorovatela sa zvazovali nadol, zatial ¢o tie pod nou
stapali nahor. Ciary na krajoch boli zosikmené smerom do stredu.

Najlepsi matematicky popis perspektivy z obdobia renesancie v 15. storoci
pochddza od popredného matematika a maliara Piera della Francescu
(1410/1420-1492). Vytvoril vzorec na vypocet velkosti objektu na platne
v zavislosti od vzdialenosti od pozorovatela. Pomocou dvoch pravitok sa
dokézal popasovat aj so zobrazenim zlozitych objektov. Jednym meral Sirku
objektu a druhym vysku, ¢im vlastne vytvoril systém sdradnic, ktory mu
slazil na spravne zakreslenie bodov zobrazovaného objektu. (Jackson, 2013,
5.36-37)

Obréazok 130. Piero della Francesca - Bi¢ovanie Krista, 1455

Linearnou perspektivou zndzoriiujeme vacsie objekty, u ktorych nam zalezi na tom,
aby bol obraz ¢o najviac podobny obrazu, ktory vidime ocami.

Zakladnymi prvkami, ktoré volime, st:
Horizont - priamka rovnobezna so spodnou hranou nékresne.

Ubeznik - bod na horizonte, do ktorého sa zbiehaju vsetky navzajom
rovnobezné priamky, ktoré nie sti rovnobezné s nakrestiou.
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Obréazok 131. Linearna perspektiva - horizont a ttbezniky

Na obrazku 131 vidime jeden tbeznik v strede a druhy pomocny, do ktorého
sa zbiehajui vSetky uhlopriecky Stvorcekov (tie s v skuto¢nosti navzijom
rovnobezné). Tento druhy tbeznik bolo potrebné zaviest kvoli spravnemu
narysovaniu postupne sa skracujtcich dizok.

Priamky rovnobezné s nédkresniou: rovnobezky s horizontom, a takisto vysky
sa zobrazia do rovnobeZiek.

Obréazok 132. Linearna perspektiva - domy

Usecky rovnobezné s nakrestiou nezachovavaja svoju dlzku tak, ako tomu
bolo pri voInom rovnobeZznom premietani, ale sa postupne skracuja podla
toho, ako sa priblizuja k horizontu.
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Obrazok 133. Linearna perspektiva - chodba
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Ulohy

Zostrojte vetky rozne siete kocky a vytvorte z nich modely kocky.

Vytvorte tabulku platénskych telies, kde popiSete pocet vrcholov, hran a
stien.

Zostrojte modely vybranych troch archimedovskych telies.
Nakreslite vo VRP vlastnti stavbu z dvanastich kociek.

Nakreslite tato istt stavbu v kolmom premietani do troch priemetni.
Nakreslite tato istt stavbu v linedrnej perspektive.

Nakreslite vo VRP chybajticu stavbu k obrazku 127.

AKky tvar bude mat pddorys, narys a bokorys valca?

Hra vo dvojici: vytvorte stavbu z kociek a nakreslite k nej poédorys, narys
a bokorys. Tieto tri obrazky dajte spoluhracovi. Ten méd uhddnut, o aka
stavbu ide (nakresli jej kodovanie). Ak uhddne, m4 bod on, ak nie, tak
mate bod vy.

10) Nakreslite v linearnej perspektive Ssachovnicu a umiestnite na fiu niekol'ko

kociek, ktorych jedna stena pokryva presne jedno poli¢ko sachovnice.
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VII. Analyticka geometria

, Ctvercovd sit je geometrickym vyjddienim starého hesla: Divide et impera. Rozdel
a panuj!” F. Kaderdvek

Histéria analytickej geometrie je tzko spdtd s jednym vyznamnym
matematikom 17-teho storocia. AZ do tohto obdobia vladol svetu matematiky
Euklidovsky pohlad. S ¢islami sa velmi tazkopddne pocitalo (grécke cisla,
rimske c¢isla), aZz kym sa do Eurépy nedostali indo-arabské cislice
a jednoduché algoritmy pocitania. Ludia si preto ¢asto pocitanie znazormovali
pomocou geometrie - ¢islo bola dizka tsecky, saéin ¢isel plocha a pod. Preto
sa nula a zaporné ¢isla vobec nepouzivali.

Zmenu priniesol René Descartes (1596-1650), ktory je povaZzovany
za “zakladatela modernej filozofie” a “otca modernej matematiky”. Casto
citovana veta “Cogito, ergo sum.” (Myslim, teda som.) je prave jeho. Do dejin
filozofie sa zapisal predstavou o dualizme myslenia a hmotnej existencie
¢loveka (telo a dusa). V matematike médme vdaka nemu viacero oznaceni,
napr.: x-x-x =x3. Ale najvi¢si vyznam ma vznik analytickej geometrie,
teda geometrie, v ktorej st geometrické objekty nahradené rovnicami
a namiesto rysovania sa rieSia stustavy rovnic. To umoZnuje zistit napriklad
prienik dvoch objektov s takou presnostou, s akou sme ochotni pocitat, a
vysledok nie je zavisly na kvalite rysovacich pomocok. (Mares, 2008,
5.107-109)

Pre analytickd geometriu je typické =zavedenie sustavy suradnic -
kartezidnskeho stiradnicového systému. (Descartes pouzival latinskd podobu
svojho mena Cartesius.) V rovine ide o dve obycajne navzdjom kolmé priamky,
v priestore tri navzajom kolmé priamky. Tymito priamkami prelozime ¢iselné
osi s nulou v ich prieniku. Obyc¢ajne oznacujeme vodorovnu priamku os x
a zvislt priamku os y. Poloha bodu v rovine je potom dana dvojicou ¢isel

Alx; y].

Obrazok 134. Bod A[2; 3]
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» Vhodnou propedeutikou k analytickej geometrii je praca v stvorcovej
sieti. Stvorcovd sief je mnozina dvoch typov priamok - horizontélnych
a vertikalnych. Vsetky horizontdlne (resp. vertikalne) priamky sa
navzajom rovnobezné a vzdialenost I'ubovolnej z nich k najbliz§im
horizontdlnym (resp. vertikdlnym) priamkam z oboch stran je vzdy
rovnaka. Tato vzdialenost povazujeme za jednotku dlzky.
Zo stvorcovej siete je iba krok k systému stradnic - staci urcit zaciatok
(nulu).

So Stvorcovou sietou suvisi pojem mreZovy mnohouholnik. To je taky
mnohouholnik, ktorého vsetky vrcholy leZia na priese¢nikoch stvorcovej siete.
V rec¢i kartezianskej ststavy saradnic by sme povedali, Ze mrezovy bod je
taky, ktorého obe stradnice st celé ¢isla. MreZovy mnohouholnik je teda taky
mnohouholnik, ktorého vsetky vrcholy st mrezové body.

1. Zakreslite stvoruholnik svrcholmi A[1; 1], B[4; 2], C[1; 3], D[4; 3]. O aky
stvoruholnik sa jedna? Aka je vzdialenost bodov A a B?

4
3
2

1
A

| 0 1 2 3 4 [}

Obrazok 135. Stvoruholnik v dtvorcovej sieti

Tieto body uréuju stvoruholnik ABDC, ktory je lichobeznikom. Vzdialenost
bodov vypocitame z Pytagorovej vety: rozdiel x-ovych stradnic bodov A a B
je 3, rozdiel y-ovych je 1. To st odvesny pravouhlého trojuholnika s hfadanou
preponou. Preto je vzdialenost |AB| =9 + 1 =+10 = 3,16

Vzorec pre vypocet vzdialenosti dvoch bodov vyplyva préve z tohto postupu.
2. Urcte obsah stvoruholnika z predchddzajiicej vilohy

Obsah mrezovych mnohouholnikov uréujeme ich rozdelenim na obdizniky
a trojuholniky, ktorych obsah je mozné I'ahko vypocitat (st pravouhlé alebo je
znama vel'kost vysky a dizka jednej strany)

V tomto pripade sa stvoruholnik skladd zobdiznika velkosti 3 stvorceky
a trojuholnika velkosti polovica ztroch S$tvoréekov, cize spolu je obsah
stvoruholnika 4,5 jednotkovych stvorcekov.

3. St dané dva body A[1; 4] a B[3; 2]. Urcte stiradnice stredu tisecky AB.
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Skasime tlohu vyriesit najprv z obrazka 136.

5

Obrazok 136. Stred tsecky

Vyzera to tak, ze stred bude mat stradnice S[2; 3]. VSimnime si, Ze x-ova
siradnica je presne aritmetickym priemerom x-ovych stradnic bodov A a B.
To isté plati aj pre y-ovu stradnicu. Tento poznatok je vSeobecne platny -
siradnice stredu utsecky ziskame vzdy ako aritmeticky priemer stradnic
krajnych bodov asecky.

4. Najdite taZisko trojuholnika, ktorého vrcholy su body A[0; 1], B[5; 0] a C[4; 5].

B

o 1 2 3 4 & ]

Obrézok 137. Tazisko trojuholnika

V tomto pripade z konstrukcie vidime, Ze taZisko by malo mat stradnice
T[3; 2]. V8imnime si, Ze aj v tomto pripade st stradnice taziska aritmetickym
priemerom stradnic v8etkych troch vrcholov trojuholnika. Toto tvrdenie plati
pre vsetky trojuholniky v rovine.

Priamka v rovine

V analytickej geometrii je priamka urcena linedrnou rovnicou. NajcastejsSie ma
tvar: p: y = ax + b, kde a, b st konkrétne redlne ¢isla. Priamka rovnobezna
s osou x ma rovnicu tvaru: y = b, kde b je redlne ¢islo. Priamka rovnobeZzna
s osou y ma rovnicu tvaru x = ¢, kde c je redlne ¢islo. VSetky body priamky
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maja také suradnice, ktoré po dosadeni do rovnice priamky davaja platna
rovnost.

5. Zakreslite priamku p: y = 2x - 1

Pre zakreslenie priamky potrebujeme urcit aspori dva body, ktoré na nej lezia.
Priamka je dana rovnicou o dvoch nezndmych, teda za jednu neznamu
moZzeme dosadit I'ubovol'né ¢islo a druht dopocitat.

Nech je x = 1, potom y = 1 a mame prvy bod. Druhy ur¢ime takisto, napr.
nech x =0, potom y = -1.

2-10/123

Obréazok 138. Priamka v stiradnicovej ststave
6. Urcte rovnicu osi x a .

Kedze vsetky body na osi x maja suradnice typu [0; 0], [1; 0], [2; 0], [-1,24; O],
a pod., tak os x mé rovnicu y = 0. Z rovnakého dé6vodu ma os y rovnicu x = 0.

7. Urcte priesecnik priamok p:y=3x+2aq:y=-x + 1.

Na rieSenie tejto tlohy nie je nutné priamky zobrazovat. RieSenim tlohy je
rieSenie stistavy rovnic. Bod, v ktorom sa priamky pretnd, lezi na oboch
z nich, takze jeho stradnice musia spliiat st¢asne obe rovnice.

I y=3x+2
I y==x+1 /3

4y =5, tj.y=125
1,25=x+1,tj.x=-0,25
Priamky sa pretinaja v bode X[-0,25; 1,25].
8. Ndjdite rovnicu priamky, ktord prechidza bodmi A[0; 1] a B[-1; 2].

Rovnica priamky md mat tvar: y = ax + b, pricom mame urcit presné hodnoty
premennych aab. Vieme, Ze tGto rovnicu musia splnat stradnice danych
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bodov A a B. Preto staci ich stradnice dosadit do hl'adanej rovnice a dorieSit
ststavu dvoch linedrnych rovnic o dvoch neznamych.

A:1=0a+b
B:2=-1a+b

RieSenim je dvojica b =1; a = -1, takZe hl'adana rovnica priamky je y = -x + 1.
Kruznica so stredom v zaciatku stradnicovej stistavy

Takato kruznica je mnoZinou bodov, ktoré spltiaju rovnicu x? + y? = r?, kde
r je prave polomer kruznice. Skuto¢ne sa mozeme presvedcit, ze kazdy bod
kruZnice tto vlastnost spiiia, pretoZe to vyplyva z Pytagorovej vety.

Obrazok 139. KruZznica
Kruznica na predchadzajacom obrézku je dana rovnicou x? + y? = 16.

9. Je dand kruznica k:x* 4+ y? =4 apriamka p: y = x + 1. Zistite, ¢i je priamka
secnicou kruznice a ak dano, aké siiradnice maju spolocné body.

RieSenie tlohy skasime najprv odhadnat graficky.

Obréazok 140. Priese¢niky priamky a kruznice
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Vidime, ze priamka bude naozaj sec¢nicou kruzZnice. Body, v ktorych sa
pretinaji, vsak nebudd mat celocdiselné stradnice. Presnost ich polohy by
bola v pripade konstrukéného rieSenia vyrazne ovplyvnend presnostou
konstrukcie. V analytickej geometrii modzeme ich polohu vypocitat Gplne
presne. Spoloéné body totiz musia spltiat obe rovnice (rovnicu kruZnice aj
rovnicu priamky), takze sta¢i opat riesit ststavu dvoch rovnic, avsak
tentokrat je jedna z nich kvadratickd, preto pouzijeme dosadzovaciu metédu.

Po vyjadreni y z rovnice priamky a dosadeni do rovnice kruznice dostdvame
X2+ (x+1)2=4,tj 2x*+2x-3=0

RieSenia tejto rovnice sa dve: x = 7 dlebo x =%7. Takze presna
poloha priese¢nikov je P [_1;/7; _1;/7+ 1] a P, [_1_\/7' _1;/7+ 1]. Tento

vysledok moéZeme zaokruhlit na tolko desatinnych miest, na kolko sme
ochotni pocitat. Pre kontrolu zostladenia sobrazkom 140 pouzijeme
zaokruhlenie na jedno desatinné miesto: P;[0,8;1,8] a P,[—1,8; —0,8].

10. Priamka p: y = x + m sa dotyka kruznice k: x* +y* = 1. Ndjdite presnii
hodnotu premennej m.

RieSenie tejto tulohy je podobné rieSeniu predchddzajucej ulohy stym
rozdielom, Ze teraz nepotrebujeme presne urcit body, v ktorych priamka
pretne kruznicu. Naopak, podmienku, Ze prieseécnikom ma byt jediny bod,
musime vyuZit na to, aby sme urcili hodnotu neznamej m.

Tvarme sa teraz tak, Ze ideme urcit priesecniky priamky a kruznice. RieSime
teda sastavu dvoch rovnic. Z linearnej dosadime do kvadratickej, ¢im
dostaneme rovnicu: x? + (x + m)? = 1, tj. 2x* + 2mx + (m* — 1) = 0. Kedze
rieSenim tejto rovnice mé byt iba jedno ¢islo, diskriminant musi byt rovny
nule: 4m? —4-2-(m? —1) =0, z ¢oho hned dostdavame konkrétne hodnoty
premennej m a dokonca vidime, Ze st dve spravne riesenia: m = +v/2.

¥ Algebraické okno 4 | =+ Méakresia

® A=(0,0) CD v

® B=(1,0)

® cx+ry=1
® fy=x+14 2
® gy=-x-1.4

AN
%

Obréazok 141. Doty¢nice kruznice
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Ulohy

1)

2)
3)
4)

Nakreslite v stvorcovej sieti f'ubovolny mrezovy patuholnik. Zvol'te jeden
jeho bod za zaciatok stradnicovej ststavy a napiSte stiradnice vSetkych
jeho vrcholov.

Urcte obsah patuholnika z predchadzajtcej tlohy.
Vypocitajte stradnice stredu tsecky AB, kde A[1; 1] a B[0; 5].

Je dand tusecka AB, pri¢om pozname sturadnice bodu A[0; 3] a stredu
tsecky S[1; 2]. Aké saradnice ma bod B?

Zakreslite priamky zrieSenej dlohy ¢.7 a graficky overte spravnost
vypoctu ich prieniku.

Urcte rovnicu priamky, ktord prechddza bodmi A[-1; 4] a B[2; 1].
Urcte, v akom bode pretne priamka z predchadzajticej tlohy os x.
Urcte, v akom bode pretne priamka z alohy 6 os y.

Zakreslite do jedného obrazka priamky p: y=2x -1, q:y=2x +1, r: y = 2x
-3, s: y = 2x. Sformulujte, ¢o zaujimavé ste si vSimli.

10) Zakreslite do jedného obrazka priamky p:y=-x+1, q:y=-x+5, r:y = -x.

Sformulujte, ¢o zaujimavé ste si vSimli.

11) Viete zrieSenia dloh 9 a10 vyvodit nejaky zaver o parametri b

v rovniciach priamok tvaru: y = ax + b?

12) Zakreslite do jedného obrazka priamky: y = ax, pricoma=-2,-1,0,1, 2, 3.

Co urcuje parameter a?
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VIII. Topologia

Topolégia sa nazyva aj “gumenou geometriou” alebo “kvalitativnou
geometriou”. Na rozdiel od kvantitativnej geometrie, v ktorej st dolezité
rozmery objektov, topoldgia je to, ¢o zostane z geometrie, ked’ z nej vylucime
vsetko, ¢o stivisi s meranim a vel'kostou.

Kl'téovymi slovami v nej sa: mmnoZina, podmnoZina, nadmnoZina, hranice,
vniitrajsok, vonkajsok a naro¢nejs$i pojem spojitd transformdcia - to je sposob, ako
z jednej mnoziny urobime ind len tym, Ze ju ohneme, miestami natiahneme,
miestami stlacime, pokréime, ale nikde nepretrhneme ani nezlepime ro6zne
Casti ¢i konce k sebe. (Mares, 2008, s.238)

Zaujimavé je, Ze pre geometricki topolégiu existuju iba dva typy
trojrozmernych telies: gule s pripadnymi otvormi a podobné gule, ktoré vsak
maju niektory otvor “zasity” Mobiovou paskou. (Pozri s. 112.)
1. Predstavte si, ako by ste pretransformovali gulu na akykolvek hranol, valec, ihlan,
¢i kuZel.
> Spojitt transformaciu si moéZeme predstavit ako pracu s plastelinou,

ktord vSak nesmieme nikde pretrhnat ani zlepovat. NavySe této
abstraktna plastelina sa da I'ubovol'ne natahovat aj zmrstovat.

2. Predstavte si, ako by ste pomocou spojitej transformdcie urobili z donutu hrncek
(s uskom).

Podstatnou myslienkou je zacat dierou - diera v donute bude dierou na usku
hrnceka.

Ak je mozné jeden objekt transformovat na iny pomocou spojitej
transformacie, tak takéto objekty nazyvame fopologicky ekvivalentnymi.

3. Rozdelte tlacené malé pismend slovenskej abecedy do skupin topologicky
ekvivalentnych tvarov.

Nebudeme uvazovat dvojhlasky, hlasky sdizfiami ani mikéenimi.
Klasifikacia zélezi aj od typu pisma. Pismo pouzité v tomto texte ma nazov
Book Antiqua a jeho pismend moZeme rozdelit nasledovne:

Vsetky pismena bez diery a savislé: c,f,h k1l mnr,s,tu,v,xy,z
Pismena stvislé a s jednou dierou: a,b,d,e,o,p,q

Pismena stivislé s dvoma dierami: g
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Skladajuce sa z dvoch kusov bez diery: i;.

Problém siedmich mostov Kaliningradu

Prvy, kto narazil na nieco, ¢o by sme mohli nazvat topolégiou, bol Leonhard
Euler (1707-1783). V roku 1736 publikoval svoje rieSenie sldvnej tlohy o
siedmich mostoch mesta Kaliningrad. Cez toto mesto tiekla rieka Pregel a boli
na nej dva ostrovy. Tie boli medzi sebou a brehmi prepojené siedmimi
mostami. Miestni obyvatelia sa dlho snazili vyrie$it problém, ako prejst po
kazdom moste prave raz.

Obrazok 142. Sedem mostov Kaliningradu

Euler si uvedomil, Ze je aplne jedno, aky je podorys ostrovov a brehov. Ma
vlastne Styri objekty - pevniny (pravy a l'avy breh a dva ostrovy) a medzi nimi
su spojnice - mosty. Pokial chce niekto prejst po kazdom moste prave raz a
skoncit na tom istom mieste, kde zacal, musi na kazda pevninu viest parny
pocet mostov - jednym pride, druhym odide, tretim zasa pride, Stvrtym
odide... Pokial nepotrebuje skoncit na tom istom mieste, kde zacal, moze si
dovolit dve miesta s neparnym po¢tom mostov - v jednom zacne, v druhom
skondi.

Obréazok 143. Graf siedmych mostov

Pri rieSeni tohto problému Euler pravdepodobne ako prvy rezignoval
narozmery a velkosti geometrickych objektov a obmedzil sa len na ich
vztahy - ich prepojenia a vzajomt dosiahnutelnost. To uz je nepochybne
topologicka myslienka, ktora predbehla vznik topolégie o storocie a vznik
tedrie grafov o dve storocia. (Mares, 2008, s.240)
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Problém siedmich mostov Kaliningradu je analogicky problému, s akym sa
stretavaju deti uz v predskolskom veku: Da sa dany obrazok nakreslit jednym

tahom?

4.  Da sa nakreslit jednym tahom nasledujiici obrdzok?

Obrazok 144. Problém nakreslenia obrazka jednym tahom

Do kazdého vrchola vedie parny pocet ciar, takze tento obrazok sa da
nakreslit jednym tahom. NavySe moéZeme zacat v lubovolnom bode,
skon¢ime v tom istom.

5. Kolko minimdlne fahov potrebujeme na nakreslenie tohto obrizka?

Obrazok 145. Problém nakreslenia obrazku jednym tahom 2

V tomto obrazku mame Styri vrcholy, do ktorych vedie neparny pocet ciar.
Budua to dve dvojice zaciatok-koniec. (Je jedno, ako ich sparujeme.) TakZe
potrebujeme minimalne dva tahy. Konkrétnych spdsobov je viacero,
na obrazku 146 vidime jedno z moznych rieSeni.
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Obréazok 146. Dva tahy

Dalsim zaujimavym Eulerovym vysledkom je aj vztah medzi poctom vrcholov,
hrin a stien mmnohostena, ktory plati pre lI'ubovolny mnohosten, ktory je
topologicky ekvivalentny guli (nema Ziadne diery). Mnohosten je teleso, ktoré
je ohrani¢ené rovinnymi mnohouholnikmi. Napriklad kazdy hranol a ihlan je
mnohostenom, ale valec, kuZzel a gula nie.

Tento vztah je vyjadreny vzorcom v - h + p = 2, kde v je pocet vrcholov, h
pocet hran a p pocet stien (ploch).

Obrazok 147. Kocka:v-h+p=8-12+ 6 =2, kockas dierouv-h+p=16-32+16 #2

Na obréazku 147 vlavo vidime kocku, pre ktortd Eulerov vztah plati, a kocku
vpravo, v ktorej je diera. Pre druhtt kocku Eulerov vztah neplati, pretoze tato
sa neda spojite transformovat na gulu. Pre takéto mnohosteny plati
vSeobecnejsia verzia Eulerovho vztahu: v - h + p = 2 - 2¢, kde g je pocet dier.

Dokaz platnosti Eulerovho vztahu je pomerne jednoduchy. Budeme
uvazovat len o hranici mnohostena. Tato hranicu pretransformujeme
narovinny graf tak, Ze vymaZeme jednu stenu. ZvysSok roztiahneme
a ,rozplestime” na rovinu tak, aby sa ziadne hrany ,nekrizili”. Na obrazku
148 vidime graf pravidelného dvanaststena. (Pripominame, Ze pri rieSeni
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topologickych problémov vobec nezalezi na dizkach hran ani na uhloch, ktoré
zvierajd.) Pre vzniknuty graf by mal platit vztah v - h + p = 1, pretoZe sme
zrusili jednu stenu.

Obrazok 148. Dokaz Eulerovho vztahu pre pravidelny dvanaststen

Teraz ideme vymazat jednu z vonkajsich hran, ¢im sa zbavime jednej hrany
a zaroven aj jednej plochy. (Vrcholy zostant véetky zachované.) Rovnost v - h
+ p =1 sa teda nezmeni. Toto robime dovtedy, kym sa nezbavime vsetkych
ploch (obrazok 148 vpravo).

Dalej budeme mazat jeden koncovy vrchol spolu s hranou. Pocet vrcholov sa
znizi o jeden, pocet hran tiez, ¢ize rovnost je stale zachovand. Pokracujme
dalej, az kym nezostane iba jediny bod, pre ktory rovnost zjavne plati.
Eulerov vztah je dokazany.

Problém sStyroch farieb

Dalsi zaujimavy topologicky problém zac¢al kratenim chvile jedného
Anglicana menom Francis Guthrie v roku 1852. Tento si vyfarboval mapu
Anglicka a napadlo ho, kol'ko minimélne farieb by mu na to malo stacit, ak
ziadne dve susediace gréfstva nesmd mat ta istd farbu. Zdalo sa mu, Ze
na niektoré obrazky stacia tri farby, ale styri by mali stacit na kazdy. Nevedel,
ako to dokazat, preto sa otomto probléme rozpraval s viacerymi
matematikmi. Uk&zalo sa, Ze tento na pohl'ad jednoduchy problém bol v tom
¢ase neriesitelny. Az roku 1976 sa dvojici Ameri¢anov podarilo ukézat, ze
existuje “len” 1482 vzorov, ktoré staci vyskusat - vietky mozné mapy st totiz
topologickou transforméciou niektorého z nich. Dokaz dokoncil az pocitac,
ktory vyfarbil vSetky vzorové struktiry pomocou Styroch farieb. (Mares, 2008,
5.241)
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6. Kolko minimdlne farieb potrebujeme na zafarbenie roviny, ktord je rozdelend iba
priamkami?

Na zafarbenie vsetkych casti roviny, ktord je rozdelena priamkami, postacia
dve farby.

Obrazok 149. Rovina rozdelena priamkami
Moébiova paska

Na zaver spomenieme este jednu topologicka zaujimavost. Je iou Mdbiova
paska pomenovand podla Augusta Ferdinanda Mobiusa (1790-1868). Ide
o dlhsi prazok papiera, ktory zvinieme do prstenca. Potom vsak jeden koniec
otoc¢ime o 180° a takto ho prilepime k druhému.

Obrazok 150. Mobiova paska

7. Vytvorte si z papiera Mébiovu pdsku. Kolko md stran? Kolko md hrdn?

Zistime, Ze ma iba jednu stranu - ktorékol'vek dva body vieme spojit stvislou
¢iarou bez toho, Ze by sme prechadzali cez hranu. Hranu ma tiez iba jednu.

To, ze ma iba jednu hranu, méa zaujimavy dosledok - ak by sme totiz zobrali
kus latky s vystrihnutou dierou, mozeme latku tGplne zaplétat len tym, Ze
budeme hranu pasky postupne prisivat’ k okraju otvoru. Latka sa tym zaceli,
ale bude pokrcéend a aj ona bude mat potom iba jednu stranu. (Mares$, 2008,
5.246)
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8. Vytvorte Mobiovu pdsku a potom ju pozdlZne prestrihnite (strihajte rovnobezne
s hranou). Vysledok opiit pozdlZne prestrihnite.

Dostaneme jednu pésku, ale inti - tato by vznikla, ak by sme pri vyrobe
nepretodili jeden koniec o 180° ale az o 360°. Ked' ju prestrihneme opét, tak sa
rozpadne na dve casti toho istého typu, avsak tie budt na seba navlecené.
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Ulohy

1)

2)

7)

8)

9)

Je mozné spojitou transforméciou pretransformovat I'ubovolny stvorec
na pdtcipu hviezdu? Néjdite taky plosny utvar, ktory transformaciou
Stvorca nedostaneme.

Vyskt$ajte pomocou plasteliny modelovat postup, ako spojitou
transforméciou pretvorite pismeno , m“ na pismeno ,f“.

Overte si platnost vztahu v—-h+ p=2 pre niektoré zndme mnohosteny.

Nakreslite obrazok, ktory je mozné nakreslit jednym tahom tak, Ze
moZeme zacat v ktoromkol'vek bode.

Nakreslite Iubovolny obrazok, ktory je mozné nakreslit jednym tahom,
ale existuja len dva body, v ktorych moZno zacat.

Vyberte I'ubovolny obrazok uréeny na vymalovéavanie. Urcte, kolko
tahov minimalne potrebujeme na jeho nakreslenie. Potom ho vyfarbite
s minimalnym poctom farieb tak, Ze ziadne dve susedné policka nebuda
rovnakej farby.

Vyskusajte tato zaujimava tlohu: Potrebovat budeme dva kusy latky,
ihlu a nit. Jeden kus latky by mal byt Stvorec s kruhovou dierou
uprostred. Druhy kus latky bude pasik, ktorého dizka je polovicou
obvodu diery. Z pasika vyrobme Mobiovu péasku (jeden koniec oto¢ime
0180° a prisijeme k druhému.) Tato Mobiovu pasku zaénime prisivat
k okraju diery - prisivame a prisivame. Latka sa kr¢i, ale pokracujeme
dalej, az kym neprisijeme celt pasku. Kedze Mobiova paska ma iba jednu
hranu a ta je rovnako dlhé ako hrana diery, zagijeme tym celd dieru. Co
sme vyrobili? Kol'ko to méa stran?

Pozrite sa na znamy symbol pre recyklaciu. Predstavte si, "

ze S$ipky st spojené do jedného utvaru. Prejdite sa
po niom v predstave. Z akého topologického objektu je

tento symbol odvodeny?

Zafarbite mapu grofstiev  Anglicka na nasledujicom obrazku
minimalnym poc¢tom farieb.
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IX. Fraktalna geometria

Fraktalna geometria je pomerne mlad4 oblast matematiky, ktorej korene
siahaju do konca 19-teho storocia. Vtedy boli popisané podivné utvary ako
Cantorovo diskontinuum (tsecka, z ktorej odstrdnime strednt tretinu, potom
zo zvy$nych useciek zasa odstranime stredné tretiny atd’.), Peanova krivka
(Ciara, ktord vyplni cely $tvorec), neskor Kochova krivka a d'alsie. Na tieto
atvary reagovali mnohi vtedaj$i matematici velmi negativne. Az v 70-tych
rokoch 20-teho storoc¢ia Benoit B. Mandelbrot (1924-2010) ukazal, ze tieto
,monstra” st len Spickou ladovca v tedrii, ktora dokaze velmi dobre
popisovat geometricky vzhlad nasho sveta aspravanie dynamickych
systémov.

Pred vznikom fraktdlnej geometrie vladla svetu klasickd euklidovska
geometria. Jej velkou slabinou, ktora si nikdo neuvedomoval, bolo to, Ze
nedokézala jednoduchym spodsobom popisat komplikované struktary ako
mraky, pobrezia kontinentov, stromy, papradie ... Fraktalna geometria tento
problém vyriesila.

Druhou vlastnostou, ktorou sa lisi fraktdlna geometria od euklidovskej, je
dimenzia objektov. V klasickej geometrii sa stretivame s dimenziami 0 (body),
1 (¢iary), 2 (plochy), ¢i 3 (priestorové tutvary). Vsetky tieto dimenzie st
celoc¢iselné. Vo fraktdlnej geometrii to tak nie je. Tu sa moéZeme stretnut
s ttvarmi, ktorych dimenzia nie je celoc¢iselnd, napr. 1,58 (Sierpiniského
trojuholnik), 2,76 (odhad pre povrch mozgu ¢loveka: Zelinka, 2006, s. 86)
alebo 0,63 (Cantorovo diskontinuum). Fraktdl je definovany ako tutvar

s neceloc¢iselnou dimenziou.

Pri nefraktalnych objektoch plati, Ze so zmengovanim meradla sa dizka alebo
obvod objektu bliZi k nejakej limitnej hodnote. Pri fraktadloch to neplati. Ich
dizka sa neustale zvicsuje. Tato vlastnost sa nazyva Richardsonov efekt.
Lewis F. Richardson (1881-1953) ako prvy poukézal na to, Ze medzi dizkou
hranice, ktord udavaju Portugalsko a Spanielsko existuje az 20% rozdiel.
Tento rozdiel vznikol prave pouZitim inej velkosti meradla.

» Skuste odmerat nejakt prirodnt hranicu najprv priamou d¢iarou,
potom ju odmerajte pomocou metrového meradla, potom
decimetrového, potom skuste s centimetrom...
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Dalsou klta¢ovou vlastnostou je tzv. sebepodobnost a sebepribuznost objektov.
Tieto pojmy vyjadruja fakt, Ze pokial zvdcsime Iubovolna cast
sebepodobného objektu, potom bude tento vyrez vyzerat ako povodny objekt.
Matematicky mozeme pokracovat donekonecna, redlne vSak narazime
na obmedzujace podmienky. Napr. korene stromu - I'ubovolny vysek sa
podoba poévodnému celku, modzeme vziat eSte mensi vysek a znovu sa bude
podobat na pdovodny az po najmensie korienky, ktoré sa uz delit nemézu. To
je fyzikdlna hranica, ktord v matematickom svete neexistuje. (Zelinka et al.,
2006)

Sebepodobnost znamena, Ze vysek je tplne zhodny s pévodnym. Sebepribuznost
- vysek nie je Gplne rovnaky, do tvorby takéhoto tdtvaru vstupuja isté
nadhodné premenné. Redlne objekty, ako mraky, stromy, hranice Statov st
zviacsa sebepribuzné.

Na nasledujtcich prikladoch pribliZime niektoré z najznamejsich fraktalov.
Sierpinského trojuholnik

Otcom tohto fraktalu bol pol'sky matematik Waclaw Franciszek Sierpiriski
(1882-1969), ktory ho publikoval v roku 1916. Jeho konstrukcia je velmi
jednoduchd. Zacneme srovnostrannym trojuholnikom, rozdelime ho
strednymi prieckami na S$tyri trojuholniky. Prostredny znich vymaZeme.
V dalsom kroku urobime to isté skazdym trojuholnikom, ktory zostal.
Pokracujeme donekone¢na. Na obrazku vidime Sierpiriského trojuholnik
po piatich krokoch.
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Obrazok 152. Sierpiriského trojuholnik po piatom kroku

v

Zaujimavostou je, Ze tento vzor sa objavil v architektare uz v 12-tom storoci
v katedrédle v Ravelle, ¢i v Dtirerovej ,Maliarovej prirucke” zroku 1525.
(Zelinka et al., 2006)
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1. Aky je obsah Sierpiniského trojuholnika?

Ak prvy trojuholnik mal obsah S, po prvom kroku bude mat obsah %aS.
Zostali totiZ tri trojuholniky so Stvrtinovym obsahom oproti pévodnému.

Po druhom kroku bude mat kazdy z tych troch trojuholnikov s obsahom %S
obsah len % ztej %S. Cize cely Sierpifiského medzi-trojuholnik bude mat
obsah (3/4)2S.

V tretom kroku (3/4)3S atd'.

Toto ¢islo sa so zvySujacim poc¢tom krokov nevyhnutne blizi k nule. Takze
Sierpiniského trojuholnik ma nulovy obsah.

2. Akd je dimenzia Sierpiriského trojuholnika?

£ . : v . logN(e
Fraktalnu dimenziu vypoditame zo vzorca: llr‘% lg (ﬁ))
£-0 log

&

, kde N(e) je

minimdalny pocet elementarnych tutvarov (napriklad stvorcov) so stranou
dizky & potrebnych k pokrytiu uvazovaného objektu. (Zelinka et al., 2006)

Na tento tucel pouzijeme elementdrne utvary - trojuholniky. Vypocet
fraktdlnej dimenzie bude podobny ako vypocet obsahu. V tomto pripade
stanovime, Ze dizka strany celého Sierpiriského trojuholnika je 1.

Na pokrytie Sierpiriského trojuholnika potrebujeme 3 trojuholniky s dizkou

strany 1, alebo 9 trojuholnikov so stranou dizky %, .. Vseobecne 3"
log3" _ log3

. . TR QG . -
trojuholnikov so stranou dlzky —. Dimenzia bude rovna lim = =
2n n—oo log 2" log2
1,58.

Kochova krivka

Kochova krivka , vznikla” v roku 1904, kedy ju predstavil svédsky matematik
Niels Fabian Helge von Koch (1870-1924). Pri jej konstrukcii za¢iname
tseckou, z ktorej vymazeme stredna tretinu a nahradime ju dvoma tseckami,
ktoré by s vymazanou ¢astou vytvorili rovnostranny trojuholnik. V d'alsom
kroku pokrac¢ujeme tou istou procedirou na vsetkych tseckéch, ktoré tvoria
novovzniknuta krivku.

Obrazok 153. Kochova krivka po tretom kroku
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Zaujimava je Kochova krivka, ktord zac¢ina rovnostrannym trojuholnikom. T4
sa potom nazyva Kochovou vlockou kvoli jej podobnosti so snehovou vloc¢kou.
8%~ 1,26.
log3
Dimenzia Kochovej krivky je teda mensia ako dimezia Sierpiriského

Dizka Kochovej krivky je nekone¢nd. Jej dimenzia je rovna

trojuholnika, ¢o je zrejmé aj z toho, Ze Kochova krivka je menej ¢lenitd ako
Sierpifiského trojuholnik. (Je podobnejsia ciare neZ ploche.)

Vetvenie

V tejto casti si skasime vytvorit vlastny fraktal.

Fraktdly je mozné konStruovat mnapriklad pomocou tzv. afinnych
transformadcii, ktoré so zakladnym objektom robia niekol'ko operacii: otocenie,
zmens$ovanie a posunutie. (Zelinka et al., 2006).

VysktSame vytvorit vetvenie stromu. PouZijeme nasledujici postup.
Za¢neme useckou. Na jej hornom konci pridame dve tsecky: jedna ma dizku
1/3 povodnej a zviera s tiou uhol 150°, druha ma dizku 2/3 povodnej a zviera
s riou uhol -150°.

V druhom kroku pouzijeme na tieto dve tsecky tie isté transformaécie, ale
s vymenou stran (Gsecka otocend o150° bude t4d dlhSia). V trefom kroku
pouzijeme ten isty postup ako v prvom atd'.

\
s

i

Obréazok 154. Strom po $tvrtom kroku

> Tento postup si je mozné predstavit aj tak, Ze k povodnej tsecke
priddvame nové dve - jednu odklonime od pdvodného smeru o 30°
proti smeru hodinovych rucic¢iek a druhti v smere hodinovych ruciciek.
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I:Ilohy

1) Néjdite nejaky dalsi priklad, kde sa v prirode moéZeme stretnat
s fraktalnym objektom.

2) Nakreslite Kochovu vlo¢ku - prvé styri kroky.

3) Vyskusajte vytvorit sebepribuzny fraktal tak, ze za¢nete Stvorcom, ktory
rozdelite na Styri rovnaké stvorce. Oc¢islujte ich ¢islami 1, 2, 3 a 4. Hod'te
kockou a podla ¢isla, ktoré padne, vymazte jeden Stvorcek. (Ak padne 5
alebo 6 hadzte znovu, kym nepadne ¢islo 1 - 4.) Pokracujte so vSetkymi
Stvorcami, ktoré ostali. Vzdy hadzte kockou, aby boli vymazané Stvorce
vyberané ndhodne.

4) Nakreslite strom, ktory sa vzdy rozdvoji na dve rovnako dlhé vetvy
s polovi¢nou dizkou s odklonom +40°.

spikedmath.com

5) Navrhnite strom, pri ktorom ©2015 (

DO YOU KNOW
WHAT A FRACTAL IS?
vzdy rozdeli na dve casti e J -

s polovi¢nou dizkou, ale sklon

vyberiete tak, Ze vzdy hodite

pouzijete ndhodny prvok - strom sa

NOW DO YOU KNOW

v 2 WH, A I1S?.
kockou a podla ¢isla, ktoré padne, AnAFReEIEE

odklonite dand vetvu o prislusny i
nasobok 10°. (Ak padne 3, odklonite lN

030° ak 6, tak 060°) Hadzte @ AR
. WHAT A FRACTAL IS?
kockou pre kazda jednu vetvu - raz

(o]

pre vetvu odklonenta proti smeru V l,,o
hodinovych ruci¢iek araz pre ta
druhd S
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